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EXAMEN - session 1

ANALYSE 3

Les calculatrices et les documents sont interdits.
La rédaction sera prise en compte dans la notation.

Cours. (4 points=1,5+1+1,5)

1) Donner la définition d’une application différentiable.

2) Énoncer le théorème de Schwarz.

3) Longueur d’une courbe de classe C1.

(i) Définition

(ii) Exprimer la longueur en fonction d’une intégrale.

Exercice 1. (2 points)

Soit f une fonction de classe C2 sur R2. On définit

Φ

∣∣∣∣∣ Rn \ {0} −→ R
(x1, . . . , xn) 7−→ f

(
x1 + . . .+ xn ,

√
x2

1 + · · ·x2
n

)
Calculer

n∑
j=1

∂ 2Φ

∂x2
j

(x1, . . . , xn) en fonction des dérivées partielles de f .

Exercice 2. (3 points=1,5+1,5)

Pour ~v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn, on note ‖~v‖ = sup
t∈[0,1]

∣∣∣ n∑
k=1

vkt
k
∣∣∣ et ‖~v‖1 =

n∑
k=1

|vk|.

1) Montrer que

∣∣∣∣ Rn −→ R
~v 7−→ ‖~v‖ est une norme sur Rn.

2) Montrer qu’il existe cn > 0 tel que pour tout ~v ∈ Rn: ‖~v‖1 ≤ cn‖~v‖.

Exercice 3. (4 points)

On considère la courbe paramétrée Γ :


x(t) = t(t+ 2)

y(t) =
t3

3t+ 2
Étudier puis tracer Γ.



Exercice 4. (7 points=1+1,5+1+1+(1+1+0,5))

Rd est muni d’une norme ‖.‖. Soit A une partie non vide de Rd.

1) Rappeler la définition de dA(x), la distance de x ∈ Rd à A.

2) Montrer que pour tous x et y dans Rd,
∣∣dA(x) − dA(y)

∣∣ ≤ ‖x − y‖. En déduire que la
fonction dA est continue sur Rd.

3) Identifier d−1
A ({0}).

4) On suppose que A est compact. Montrer que pour tout x ∈ Rd, il existe α ∈ A tel que
dA(x) = ‖x− α‖.

5) On suppose que A est fermé et on considère u ∈ A. Soit x ∈ Rd.

(i) On pose R = ‖x − u‖ et on note K la boule fermée de centre x et de rayon R.
Montrer que dA(x) = dK∩A(x).

(ii) Montrer que K ∩ A est compact.

(iii) En déduire qu’il existe α ∈ A tel que dA(x) = ‖x− α‖.
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