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EXAMEN - session 1
ANALYSE 3

Les calculatrices et les documents sont interdits.
La rédaction sera prise en compte dans la notation.

Cours/applications. (7,5 points=3+4,5)

1) Longueur d’une courbe de classe C1.
(i) Définition
(ii) Exprimer la longueur en fonction d’une intégrale.
(iii) Calculer la longueur de l’arc de cycloïde

~γ
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�
0, 2π

�
ÝÑ R2

t ÞÝÑ
�
t� sinptq, 1� cosptq

	

2) a) Énoncer le théorème de Heine.

b) On souhaite le démontrer comme en cours : soit f une fonction continue sur K.
(i) Écrire la négation de la conclusion et justifier l’existence de ε0 ¡ 0 et de deux

suites panqnPN et pbnqnPN de K telles que :

@n P N , }an � bn} ¤ 1{pn� 1q et }fpanq � fpbnq} ¥ ε0.

(ii) Justifier l’existence d’une extraction ϕ : N Ñ N telle que les suites paϕpnqqnPN et
pbϕpnqqnPN convergent vers la même limite.

(iii) Conclure.
c) Une autre preuve.

(i) Soit ε ¡ 0. Justifier que pour tout x P K, il existe δx ¡ 0 tel que :

@ y P KX
�

B
�
x, δx

�
}fpxq � fpyq} ¤ ε{2.

(ii) Justifier qu’il existe x1, . . . , xp P K tel que K �
¤

1¤i¤p

�

B
�
xi,

δxi
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(iii) Conclure.

Exercice 1. (3 points)

Soit d ¥ 1 un entier. On note (comme d’habitude) RdrXs l’espace vectoriel des polynômes
à coefficients réels, de degré au plus d.

1) Montrer que }P } � sup
tPr0,1s

|P ptq| définit bien une norme sur RdrXs.



2) Montrer qu’il existe Cd ¥ 0 tel que, pour tout polynôme P P RdrXs :

}P 1} ¤ Cd}P }.

Indication : on pourra considérer l’application P ÞÑ P 1

Exercice 2. (4 points=1+1+1+0,5+0,5)

Soit A une partie non vide de Rn (muni d’une norme } � }) à la fois ouverte et fermée dans
Rn (où n ¥ 1 est un entier). Soit a P A. On suppose qu’il existe β R A.

a) Montrer que l’application t P R ÞÝÑ p1� tqa� tβ est lipschitzienne.
b) Soit K � tt P r0, 1s | p1� tqa� tβ P Au. Montrer qu’il existe une partie U de R ouverte

et fermée telle que K � U X r0, 1s.
c) Justifier que K est compact et l’existence de t0 � maxK.
d) Montrer qu’il existe r ¡ 0 tel que t0 � r P K.
e) Conclure.

Exercice 3. (4 points)

Étudier et tracer la courbe paramétrée γ � px, yq avec

$&
%
xptq � et�1 � t

yptq � t3 � 3t
où t P R.

On prêtera une attention particulière au point de paramètre t � 1.

Exercice 4. (7,5 points=0,5+(0,5+1+2)+(0,5+0,5+1+1,5))

1) Démontrer que @ x, y P R, |xy| ¤ x2 � xy � y2.
2) Soit la fonction f : R2 Ñ R définie par

fpx, yq �
xpyq

x2 � xy � y2
si px, yq � p0, 0q et fp0, 0q � 0

où p et q sont des entiers positifs non nuls.

a) Justifier que f est effectivement bien définie sur R2 et est de classe C1 sur R2ztp0, 0qu.
b) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 en tout point px, yq � p0, 0q.

c) (i) Montrer que f admet des dérivées partielles
Bf

Bx
p0, 0q et

Bf

By
p0, 0q. On précisera leurs

valeurs.
(ii) Si f est différentiable en p0, 0q, que vaut nécessairement la différentielle de f en

p0, 0q (que l’on notera dfO) ?

On suppose désormais que p� q ¥ 3.

d) Montrer que pour tout px, yq P R2, on a
��fpx, yq�� ¤ }px, yq}

p�q�2

8
.

e) Montrer que f est continue en p0, 0q.
f) On suppose que p� q ¥ 4. Montrer que f est différentiable en p0, 0q.
g) On suppose que p� q � 3.

(i) Montrer f admet une dérivée partielle en p0, 0q dans la direction ~i�~j. Que vaut-
elle ?

(ii) f est-elle différentiable en p0, 0q ?
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