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Examen

Rappel : D est le disque unité ouvert du plan complexe et T est le cercle unité.

Exercice 1

Soit 1 < p < 4.

1) Soit f une fonction holomorphe dans D = D(0,1). On suppose que |f|?
posséde un majorant harmonique u: D — R, c’est-a-dire une fonction harmo-
nique telle que |f|? < u. Montrer que f € HP.

2) Soit f € HP, et soit f* sa fonction des limites au bord.

a) Montrer que |f|? < P[|f*P] (on pourra, pour 1 < p < +oo, appliquer
linégalité de Hélder & P||f*|] relativement & une mesure de probabilité conve-
nable).

b) Montrer que u = P[|f*|P] est le plus petit majorant harmonique de
1.

3) Soit f € HP et ¢ une fonction holomorphe dans D telle que (D) C D.
On pose g = f o .

a) Avec les notations du 2), montrer que uo @ est un majorant harmonique
de |g|?.

) 1/p
b) En déduire que g € H? et que ||g|lge < (ﬁ}iégg}) | f1| 2o -

Exercice 2
1) Soit f: D — C une fonction holomorphe. On suppose qu’il existe ¢, ¢ €
H® telles que f = @/1. Montrer que f € N, la classe de Nevanlinna (indica-
tion : se ramener au cas o ¢ et ¥ ne s’annulent pas, puis au cas ot |p(z)| < 1
et |1(2)] < 1; remarquer qu’alors log™ | f(2)] < —log |y (2)]).
2) Soit f € N, f # 0, et B le produit de Blaschke formé avec les zéros de f.
a) Si g = f/B, montrer que log |g| est 'intégrale de Poisson d’une mesure
réelle pu (on remarquera que |log|g|| = 2log™ |g| — log |g]).
b) On écrit = u™ — p~, et on pose :

elt+z

¢(2) = cB(z) exp [— /0271 i (e”)}
s =ew |- [ S ar @)

et — 2

Montrer que ¢,1¢ € H* et que, pour ¢ convenable f = /1.
¢) En déduire que f posséde presque partout sur T = JD des limites non
tangentielles.



Exercice 3

Soient p,qg > 1 tels que p~! + ¢=! = 1. On considére T' € 7,(X,Y) et
Semy(Y,Z).

On veut montrer que SoT € m(X, Z) avec m1(S o T) < mp(T').mq(S).

1) Démontrer qu'il existe une mesure de probabilité p sur la boule unité
de X* avec la propriété : pour tout & dans la boule unité de Y*, il existe
he € LY(Bx-, ) vérifiant

el <mi@ e veex. §(1@) = [ he@atdn(a).
Bx~
Indication : appliquer le théoréme de Pietsch puis Hahn-Banach dans LP(Bx~, ).
n
On se donne z1,...,z, € X et on note ¢ = sup Z la(xg)]|-
a€EBx* b1

1/p
Pour chaque k, on pose ay, = (/ |oz(xk)|d,u(a)> . On définit yy, = a; 'T(xy)

Bx+
si ag # 0, et yr = 0 sinon.

2) Justifier que ax.yy = T'(xy) pour tout k.
n n 1/q
3) Montrer que Z 1S o T(xx)|| < 74(S).0MP sup <Z |§(yk)|q) .

k=1 §€By+ \ 21
4) Pour tout & dans la boule unité de Y*, établir

)| < ( / 5 |hg<a>qa<xk>|du<a>)l/q

n 1/q

5) En déduire (Z |£(yk)|q> < m,(T).0/1.

k=1

6) Conclure.

Exercice 4

On dit qu'un opérateur 7' d’'un Banach X dans un Banach Y est compléte-
ment continu s’il envoie une suite faiblement convergente vers 0 (dans X) sur
une suite convergente vers 0 en norme (dans Y). On note DP(X,Y’) 'ensemble
des opérateurs complétement continus de X dans Y.

1) Soient T'€ DP(X,Y), S € B(Xo,X) et R € B(Y,Yy) (tous les espaces
considérés sont des Banach). Montrer que RoT o S € DP(Xy, Yo).

2) Lorsque X est un espace réflexif (et Y quelconque) DP(X,Y) est une des
classes d’opérateurs étudiées en cours : laquelle 7 Justifier.

3)a) Montrer que la suite (2"),en est faiblement convergente dans H'?!.
Soit ¢ une fonction holomorphe dans D telle que p(D) C D.

b) On suppose que l'opérateur de composition C, € DP(H*, H'). Montrer
que |¢*| < 1 presque partout.



Exercice 5

Soit X un espace de Banach complexe séparable et T' € B(X) un opérateur
linéaire borné sur X. On dit que T est fréquemment hypercyclique s’il existe un
vecteur z € X tel que pour tout ouvert U non vide de X, I’ensemble

Ny, ={neN; Tz e U}

est de densité inférieure strictement positive. On rappelle que si A est un sous-
ensemble non vide de N, la densité inférieure de A est

1
d(A) = liminf —#(ANJ[0, N —1]).
d(A) = liminf =#(AN[0, D
Si z est tel que d(Ny ) est strictement positive pour tout ouvert U non vide, on
dit que x est un vecteur fréquemment hypercyclique pour 7. On note FHCT)
I’ensemble des vecteurs fréquemment hypercycliques pout T'.

1. Montrer que si FHC(T) est non vide, alors FHC(T') est dense dans X.

2. Montrer que si x € FHC(T) et p est un polynéme complexe non nul, alors
p(T)x € FHC(T). En déduire que si T est fréquemment hypercyclique, il existe
un sous-espace vectoriel M de X dense dans X tel que M \ {0} C FHC(T).

3. Supposons que T posséde une mesure gaussienne non dégénérée invariante
m par rapport a laquelle T est ergodique. Montrer que pour tout ouvert U non
vide, on a pour m-presque tout x € X d(Ny ) = m(U). En déduire que T' est
fréquemment hypercyclique et que m(FHC(T)) = 1.

4. Soit ¢ € H>°(D) une fonction non constante. Soit My, : H*(D) — H?*(D)
le multiplicateur associé défini par My, f = o f pour f € H?(D). Montrer que
M, est fréquemment hypercyclique si et seulement si Y(D)NT est non vide.

5. Sur ¢3(N) muni de la base canonique (e, )n>0, on considére 'opérateur T'
défini par Teqg = 0 et Te,, = wye,_1 pour n > 1 ot w, = 1/"7'*'1.

a. Montrer que T est hypercyclique.

b. Le but de cette question est de montrer que T n’est pas fréquemment
hypercyclique. Supposons que = (2, )n>0 € f2(N) est fréquemment hypercy-
clique pour T'. Montrer qu’il existe un sous-ensemble D de N de densité inférieure
strictement positive tel que pour tout n € D, |[vn+ 1z, — 1| < % En déduire

que la série ) n%_l converge, et aboutir & une contradiction.



