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1 Produit d’espaces mesurables

1.1 Tribu engendrée par une famille d’applications

Nous avons vu que si S est un ensemble, (S’,.7’) un espace mesurable, et
f: S8 — S’ une application, alors

FHINEHA); A e Ty

est une tribu de parties de S, et que c’est la plus petite pour laquelle f soit
mesurable ; on dit que c’est la tribu engendrée par f, et on la note o(f).

Définition 1 Considérons une famille (S;, 7;)je.s d’espaces mesurables et, pour
chaque j € J, une application f;: S — S;. On appelle tribu engendrée par la
tamille (f;) e la plus petite tribu sur S rendant toutes les f;, j € J, mesurables.
On la note o(f;,5 € J).

Remarque. C’est donc la plus petite tribu contenant toutes les tribus o(f;) =
F7HF5), j € J, Cest-a-dire :

o[ Jot] =o[ U]

Il faut faire attention que (en général) la réunion de deux tribus n’est pas
une tribu.

Proposition 2 Si l'on o des applications g: T — S et f;: S — S;, j € J,
alors :
o(fiog,jed)=g "[o(fj,5€J)].



Preuve. On sait (voir Chapitre? ?) que pour tout € C Z(S), on a :
alg™H(®)] =g o(€)];
il suffit donc d’appliquer ce résultat avec € = UjGJ f;l(f%) :
o(fiogicd)=c[Ulhion) (F] =cla (U 59)]
j€T =

=g o (U 574)| = othi € D)

jeJ

pour achever la preuve. O

1.2 Produit d’espaces mesurables

Définition 3 Soit (S, 7;)jes une famille d’espaces mesurables. Leur produit
est lespace mesurable (S, 7) formé de Uensemble S = [[;.; S; et de la tribu,
appelée produit tensoriel des tribus, et notée

7-Q7
=
engendrée par la famille des projections p;j: S — S;, j € J.
On note ce produit d’espaces mesurables [[;¢ ;(Sj, 7).
Ainsi @, ; 7 est une autre notation de o(p;,j € J).

Remarque. Il résulte de la définition que les projections pj: S — S;, j € J,
sont mesurables, quand on munit ensemble produit S = [[..;S; de la tribu
produit @), ; 7; et S; de sa tribu 7.

icJ

Dans toute la suite, on ne s’occupera, essentiellement, que du produit de
deux espaces mesurables S7 et Ss.

Proposition 4 Soit (S1, 71) et (Sa, T) deux espaces mesurables. Alors :
1) 91 ® 9 est engendrée par :

T x Ty ={A1 x Ay; Ay € N, Ay € P}

2) Plus généralement, si 1 = 0(61) et To = 0(62), avec S1 € €1 et S1 € €
alors 71 ® J5 est engendrée par :

1 XCKQZ{Cl XCQ; 4 6%1,02 6%2}.

Preuve. Il suffit de prouver le 2).
e Pour tout C; € ¢}, on a :

pH(Ch) = Cy X Sy €61 X o,



puisque Se € 6> ; ainsi :
pfl(cgl) g cgl X ng.

Alors,
pi (1) =1t o(6)] = o[pr ' (€1)] C o(Gr x ©2).
De méme p; ' (%) C o(€ x ©,). Donc :
T ® F=0p; (A1) Up; (B)] C o x ).
e Réciproquement, pour C; € 6] et Cy € 5, on a :
Cy x Cy = (C1 x S3) N (S1 x Cz) = p; (Ch) Npy H(Co) € a(p1,p2) = T @ Th;
donc € x 6 C 7 @ s, et donc o(€1 x 6) C T @ T o

1.3 Cas des tribus boréliennes

Soit X7 et X5 deux espaces topologiques et &7 et €5 I’ensemble de leurs
ouverts respectifs. Par définition :

o(01) = Bor (X1) et 0(03) = Bor (X3).

Comme X; € 0) et Xy € 05, le 2) de la Proposition nous dit que :

(1) (01 x Oy) = Bor (X1) ® Bor (X3).
Mais, par définition de la topologie produit, tout ouvert de X; x X5 s’écrit comme
réunion

J 015 x 02

jeJ

d’ouverts élémentaires, c’est-a-dire de produits d’ouverts O ; de X; (Ol,j S
01) et Oy de Xy (02 € 03), J étant un ensemble arbitraire d’indices. En
particulier, O; x Os est un ouvert de X; X X5 si O1 € 0 et Oy € 05, ce qui
veut dire que 07 X 05 est contenu dans I’ensemble des ouverts de X; x Xo, et
donc dans sa tribu borélienne ; done, en utilisant (1) :

Bor (X1) ® Bor (X2) C Bor (X1 x X»).

En général, il n’y a pas égalité. Toutefois, dans la plupart des cas usuels,
I’égalité est vraie.

Rappelons qu’un espace topologique X est dit séparable s’il contient une
partic dénombrable A dense. Par exemple, tout sous-espace X C R est sépa-
rable. Plus généralement, tout sous-espace d’un espace métrique séparable est
séparable.

Maintenant, si (X, d) est un espace métrique séparable, et si A C X est une
partie dénombrable dense, alors ’ensemble des boules ouvertes By, (z, ) pour
z € Aetre Q) est dénombrable, et tout ouvert O de X peut s’écrire comme
réunion d’une sous-famille des ces boules.

On obtient donc :



Proposition 5 Si (X1,d;) et (Xa,d2) sont deux espaces métriques sépa-
rables, alors :
Bor (X1 x X3) = Bor (X1) ® Bor (X3).

Corollaire 6 Pour toutn > 2 :

’Bor (RN) = Bor (R) @ - - - @ Bor (R) ‘ (N fois).

Notons aussi (mais cela se voit facilement directement) que Z(N) ® Z(N) =
P (N?).

Preuve. Si A; et As sont des parties dénombrables denses de X; et X5, alors
A1 X As est une partie dénombrable dense de X; X Xs. Donc, d’aprés la dis-
cussion précédente, tout ouvert O de X; x X5 peut s’écrire :

0= U Bauv(mlvrzl) X Bouv(x%rzg)a
(1'17.’1/'2)€A

ou A C Ay x Ay et 1y, 1, € QF. C’est une réunion dénombrable d’éléments
de 01 x Oy ; donc O € o(0) x O3) = Bor (X1) ® Bor (Xa).
Par conséquent :

Bor (X1 x X3) C Bor (X1) ® Bor (X2).

Comme 'autre inclusion est toujours vraie, on a ’égalité. O

Remarque. On fera attention que les boréliens de R? ne sont pas, en général,
des produits de boréliens de R. Par exemple, un disque de R? n’est pas le produit
de deux boréliens de R, ni méme la réunion d’un nombre fini de tels produits.

1.4 Applications mesurables

Proposition 7 Soit (S,.7), (S1, 71), (Sa, %) trois espaces mesurables.
Une application f: (S, T) — (S1x Sa, 71Q F) est mesurable si et seulement
St :

prof:(S,7)— (5, %) et paof:(S,7)— (S2, %)

sont mesurables.
Preuve. On a :
fTHUA® R) = folpr,p2)] =o(pro fp2of),

par la Proposition 2. Cela donne le résultat puisque f est mesurable si et seule-
ment si f~1( 7 ® ) C 7 et que p; o f et py o f sont toutes deux mesurables
si et seulement si o(py o f,pao f) C T. O



Proposition 8 Soit (S,.7), (51, 71), (S2, Ja) trois espaces mesurables.
Supposons que l'application f: (S1 X Sa, 71 @ %) — (S, T) soit mesurable,
alors les applications partielles :

fch:f(mo,.): (527%) - (S7'7)
1 xy o f(al,x2) (e € 50),
et o
fee=f(,29): (S,T%) — (S,.9) (23 € Sy),

Z1 — f(xh 1‘(2))
sont mesurables.

Remarque. Par contre la mesurabilité des applications partielles ne suffit pas
pour que f soit mesurable (voir plus loin).

Preuve. Fixons z; € Sy, et soit :

lel SQ — Sl X 52
xo —  (x1,22).
Comme p; o I, : x0 € Sy — 21 € S; est constante et que py o I, : xa €
So — x9 € Sy est application identique, ces deux applications sont mesurables ;
I’application I, est donc mesurable, par la Proposition 7. Il en résulte que
fz, = f oI, est mesurable.
La preuve est la méme pour f*2. O

Définition 9 Si A C Sy x S5, les sections de A en x1 € S1 et en x9 € Sy sont
définies par :

Aau = {.’L‘g S SQ; (.’131,332) S A},

A2 = {x; € S1; (w1,22) € A}.

On a:

Corollaire 10 Si A est une partie mesurable de S; x Sy (c’est-a-dire A €
TN R D), alors A, € To pour tout 1 € S1 et A*2 € T4 pour tout xo € So.

Preuve. Il suffit d’appliquer la Proposition 8, en remarquant que In, =
(Ta)e, = Ta(xy, .) et Tpey = (14)"2 = Ta(.,22). O
La aussi, la mesurabilité des sections ne suffit pas pour que A soit mesurable.

Exemple. Prenons, pour (S1, 71) et (S2, %), R muni de sa tribu borélienne.
Soit D une partie non borélienne de R : D ¢ Bor (R). Alors ’ensemble

A={(z,2) eR?*; x € D}

n’est pas dans Bor (R) ® Bor (R) = Bor (R?). En effet, Papplication j: z €
R +— (z,7) € R? est continue (car chacune de ses composantes l'est), donc
mesurable pour les tribus boréliennes ; comme j~1(A) = D ¢ Bor (R), c’est que
A ¢ Bor (R).

Néanmoins, on a A, = {z} ou A, = 0 pour tout z € R, et de méme AY = {y}
ou AY = ) pour tout y € R, et ce sont des boréliens de R.



2 Mesure-produit

2.1 Unicité des mesures

Comme on I'a dit, sauf si elle est finie, une tribu de parties comporte énormé-
ment déléments et savoir si deux mesures sont égales serait impossible a vérifier
si 'on ne disposait pas de critéres permettant d’assurer leur égalité en testant
sur une “petite” partie de la tribu. C’est 'objet du théoréme suivant.

Théoréme 11 (Théoréme d’unicité des mesures)

Soit (S,7) un espace mesurable et € C F une classe de parties mesu-
rables telle que :

1) € est stable par intersection finie ;

2) S €€, ou plus généralement : il existe tels que :

(S1€ 8 C-C8 C--+| et |S= limlS,|.

n—oo

Alors si my et mo sont deux mesures positives sur (S, T) telles que :

]ml(C) =my(C) < 400, VCe€ %\,

les deux mesures my et ma sont égales sur la sous-tribu o(%) engendrée par

C.

Remarque. On demande non seulement que m; et mo soient égales sur €,
mais aussi que les valeurs qu’elles prennent sur % soient finies.

Il en résulte, avec la condition 2), que les mesures m; et mg doivent étre
o-finies (et méme bornées lorsque S € %).

EXEMPLE ESSENTIEL. Soit R muni de sa tribu borélienne Bor (R). La
classe d’ensembles :

€ = ={la,b]; —o0 <a<b<+4oo}

vérifie les conditions 1) et 2) du théoréme. Comme o(.#) = Bor (R), il en résulte
qu’il ne peut exister sur (R, Bor (R)) qu’une seule mesure m telle que :

m(]a,b]) = b — a, Vla,ble 4.

Cela s’applique aussi si on remplace R par un intervalle I et que ’'on prend
pour % la classe de tous les sous-intervalles de I.

De méme, on obtient ainsi I'unicité de la mesure de Lebesgue Ay sur RY,
en considérant € = {Hszl}ak,bk[; —00 < a < by < +00,1 <k < N}

Donnons une application. Cette formule de changement de variable sera vue
dans un cadre plus général, pour les fonctions définies sur un ouvert de RV dans
un chapitre ultérieur.



Corollaire 12 (changement de variable) Soit I et J deuzx intervalles ou-
verts de R et ¢: I — J un difféomorphisme de classe C'. Alors, pour toute
f:J =R ouC qui est mesurable positive ou telle que fop: I — R ou C soit
intégrable, on a :

/ f ()] () = / F@) |6 )] dAw) |-
I J

Commentaire au sujet de la valeur absolue. On sait qu’une fonction conti-
nue ¢ entre intervalles de R est un homéomorphisme si et seulement si ¢ est
strictement monotone. Lorsque ¢ est strictement croissante, ¢! aussi et sa
dérivée est positive : on retrouve bien la formule habituelle. Lorsque ¢ est stric-
tement décroissante, alors (o)’ est négative, et I'on a, avec les notations de
l'intégral de Riemann, si I =|a,b[ et J =]o, (] :

b p(b) el
/ floa)] dx = / F@) (™Y () dy = / F@) (0™ () dy.
a w(a) B

La valeur absolue vient maintenant de ce que :

a B B
/ F@) (™Y () dy = — / ) (7Y () dy = / F@) [0~ @) dy,
B «a o

puisque (¢~")'(y) < 0.

Preuve du corollaire. Rappelons que 'on a vu que :

/I flp()] dA() = /J F() dleN)(w),

oll p(A) est la mesure-image de A par ¢. Il s’agit donc de montrer que l'on a
o) = (™1 |-

On sait que @ est strictement monotone sur J. Supposons-la par exemple
strictement croissante. Il en est alors de méme pour ¢~ 1.

Pour tout intervalle [¢,d] C J, on a :

le1(e,d) = A~ (e, dD) = Mo~ (e), ¢~ (d)]) = ¢~ (d) — ¢ (c)-

Mais (¢ =) est continue ; donc le Théoréme fondamental du Calcul Inté-
gral dit que :

Ainsi :
d
(e = [ (o™ (0)dy = (™) X) v

Le Théoréme d’unicité des mesures assure que p(\) = [(o 7).\ O



Preuve du Théoréme. Supposons d’abord que S € F.
Dans ce cas, les mesures my et mo sont bornées, puisque :

my(S) = ma(S) < +o0.
Considérons alors :
E={AeT; m(A) =ma(A)}.

Par hypothése, on a .
De plus, & a les deux propriétés suivantes :
a) & est stable par différence : si A,B € &, et A C B, alors :

mi(B\ A) = my(B) —my(A) = ma(B) — ma(A) = ma(B\ A);

donc B\ A € &.
b) & est stable par limite croissante : si A, € & et Ay C Ay C --- C
A, C---, alors :

mi( imT A4,) = limTm(A4,) = liml ma(A,) = ma( limT A,);

n—oo n—oo n—oo n—oo

donc limT A4,, € &.

n—oo

Le lemme suivant montre qu’alors o(% C &, ce qui prouve le théoréme dans
ce cas.

Lemme 13 (Lemme des classes monotones) Soit € une classe de parties
d’un ensemble S telle que :
1) € est stable par intersection finie ;
2)Se?.
Alors la plus petite classe 9 contenant € et qui est :
a) stable par différence;
b) stable par limite croissante ;
est égale a la tribu o(€) engendrée par €.

Preuve. Toute tribu vérifie a) et b); on a donc :
CCPCo(F).

Pour montrer que ¥ = (%), il suffit donc de montrer que Z est une tribu.
Pour cela, nous nous servirons du résultat suivant :

Sous-lemme 14 La famille de parties 2 C P (S) est une tribu si et seulement
8t :

(i) SeP;

(i) D est stable par passage au complémentaire : D € 9 = D° € 9 ;

(iii) D est stable par limite croissante ;

(iv) D est stable par intersection finie : D, D' € 9 = DND' € 2.



Preuve du sous-lemme. On sait que toute tribu vérifie ces propriétés. Il suffit
donc de voir la réciproque.

Notons que (%) et (iz) entrainent que § = S\ S € 2.

D’autre part, (i7) et (iv) entrainent que :

D,D'e9=DD°c2=D'ND"ec2=DuUD =(D°ND) e

Par récurrence : Dq,...,.D, € 9= D, U---D,, € 9.
Maintenant, si D, € 9, n > 1, alors D;, = D1 U---D,, € 2, et comme la
suite (D],)n>1 est croissante, on obtient :

UDpw={D,=1mlD, €2
n>1 n>1 nee

Cela termine la preuve. O

Preuve du lemme (suite). Grace au sous-lemme, il suffit de montrer que 2
est stable par intersection finie; en effet, elle sera alors stable par passage au
complémentaire, puisque : S € € et € C 2 entrainent que S € Z; or I
stable par différence et S € & entrainent que Z est stable par passage au
complémentaire.

Pour cela, posons, pour tout A C S :

Ia={DeP; DNnAc P}

On a 94 C 9, et 94 est, comme 2, stable par différence et limite croissante.
Comme ¥ est stable par intersection finie, on a, pour tout C' € % :

C'e¢ = CnNnC'e¥Cc = CC eg;

Maintenant, comme Z¢ est stable par différence et limite croissante, et que &

est la plus petite classe contenant % et ayant ces propriétés, on obtient

(il en résulte que Yo = 2 pour tout C' € €, mais cela ne nous sera pas utile).
Traduisons cette inclusion :

(VCe%) (VDe2P): CnDeg.
Mais cela peut s’écrire aussi :
(VD e 2) : (VCe¥) CnDePp,

soit :

(VD e ) : € C Dp.

Comme précedemment, cela entraine :

(VD € 2) : 2 <€ Dp,



ce qui se traduit en :
(VDe 9) (YD'e 92): DnD €2,
et cela termine la preuve du lemme des classes monotones. O

Fin de la preuve du théoréme d’unicité. On n’a plus S € %, mais S =
limT S, avec S, € €.

n—oo

Pour chaque n > 1, appliquons ce qui précéde a S, muni de la tribu-trace
In={AeT; ACS,}.
Comme les mesures my et mo, restreintes & 7, sont égales (et ﬁnies) sur
6, ={Ce€; CCS,},

que S, € %y, et que %, est stable par intersection finie, on obtient 1’égalité de
my et may sur oz, (%,), la sous-tribu de .7, engendrée par 6,. Mais, comme &
est stable par intersection finie, on a :

G, ={S.NC; Cec%}.

Donc, si j,: S, — S est Iinjection canonique, on a %, = j, *(%). Alors :
07,(6n) =07, [, (€)] = ji ' [o(€)] = {Sn N A; A€ a(€)}.
Ainsi, pour tout A € 0(%), on a, pour tout n > 1 :
m1(Sp, NA) = ma(S, N A);
il en résulte que :
my(A) =mq( nh_}ngl (S, NA)) = nh_{goT m1(Sp, N A)
= nan;J ma (S, NA) = mg(nlirréj (S, N A)) =ma(A),

et cela termine la preuve. O

2.2 Définition de la mesure-produit

Elle résulte du théoréme suivant.

Théoréme 15 Soit (S1, 71, m1) et (S2, T2, ma) deux espaces mesurés o-finis.
Alors il existe une unique mesure positive sur (S1 x Sz, 71 @ Fa), notée
my ® mo, telle que :

’(ml ®@ma) (A x Az) = my (A1) ma(Az) ‘

pour tous A1 € T et Ay € T,
De plus, m1 ® mo est o-finie. Elle est bornée si m1 et mo le sont.

10



Rappelons que les pavés A; X A ne forment pas tous les ensembles de

T ® Ta).

Définition 16 La mesure mi @ my s’appelle le produit des mesures mq et mo.
L’espace mesuré (S1 x So, 71 ® Ta,m1 @msz) s’appelle le produit des espaces
mesurés (S1, 71, m1) et (Sa, To,ma).

Avant de prouver ce théoréme, donnons tout d’abord le trés important
exemple suivant.

Théoréme 17 La mesure de Lebesque deuz-dimensionnelle Ay sur R?, muni
de sa tribu borélienne Bor (R?) est le produit A @ X de la mesure de Lebesgue
1-dimensionnelle sur R, muni de sa tribu borélienne Bor (R) par elle-méme.

Preuve. Rappelons d’abord (Proposition 5) que Bor (R?) = Bor (R) @ Bor (R).
Ensuite, par le Théoréme 15, il suffit de montrer que :

Ao(A x B) = A(A)N(DB)

pour tous boréliens A, B € Bor (R).
Or on sait, par définition, que :

A2(]a, b[x]e,d]) = (b —a)(d — ¢)

pour tous a < b, ¢ < d.
Fixons a < b, et posons, pour tout B € Bor (R) :

m(B) = Az(Ja,b[xB).
Alors m est une mesure positve sur R, et :
m(le,d]) = Az(la, b[x]e, d]) = (b= a)(d — ¢) = (b — a) A(Je, d]).
Par unicité, on a m = (b — a) \.
Fixons maintenant B € Bor (R) tel que A(B) < 400, et posons, pour tout

A € Bor (R) :
W(A) = Ma(A x B).

Alors i est une mesure positive sur R et :
p(la, b)) = Aa(Ja, b[x B))m(B) = (b — a) A(B) = A(B) A(la, b) < +00;
Par unicité, on a donc p = A(B) A, et ainsi :

Ao(A x B) = u(A) = A(B) M(A).

11



Lorsque A(B) = 400, posons B, = BN|] —n,n[. Alors :
Ma(A x B) = Ap( limT A x B,) = liml Asy(A x B,) = lim| A(4) A(B,)
= MA) A( lim] By,) = A(4) A(B),

ce qui achéve la preuve. O

De la méme facon, on a :

Théoréme 18 La mesure de Lebesgue N -dimensionnelle Ay sur R™ est égale,
pour 1l < k<N —1,a N\ @ AN_p.

La preuve du théoréme d’existence de la mesure-produit repose sur le lemme
suivant, sans doute le plus profond de tout ce Cours d’Intégration. C’est sur lui
que reposera ensuite le Théoréme de Fubini, qui est I'une des propriétés qui fait
la supériorité de 'Intégrale de Lebesgue par rapport a celle de Riemann (les
conditions d’application du Théoréme de Fubini pour l'intégrale de Riemann
étant bien trop restrictives : essentiellement on a besoin de la continuité de la
fonction, comme fonction des deux variables). C’est le seul endroit du cours ou
la mesurabilité d’une fonction n’est pas “évidente”, et demande vraiment une
preuve.

Lemme 19 (LEMME FONDAMENTAL) Soit (51, 71) et (S2, Z2) deux
espaces mesurables et mo une mesure o-finie sur (Sa, Jz).
Pour tout A € 1 @ F5, application :

pa: S — E+
x = ma(4y),

ol A, est la section de A en x, est mesurable.

Preuve. Posons :
B={Aec T ®T; pis mesurable}.

Il s’agit de montrer que B = 77 ® J». Pour cela , nous allons utiliser le
Lemme de classes monotones.

Considérons la classe € = 91 x T ; elle est :

1) stable par intersection finie : si A1, By € 7] et Ay, Bs € 5, alors

(AlXAQ)H(BlXBQ):(AlﬁBl)X(AQQBQ)E:%X,%;

2) §=51 x5 €9 xP%.
D’autre part, 71 x 5 C B carsi A1 € Ty et Ay € o, et x€5,0na:

0 si x ¢ A,
Parxa, (@) = m2((A1 X Az)s) = { ma(Ag) si = i Ai

12



, qui est mesurable.

c’est-a-dire que ’ VA xAy, = mMa(A2)1y,

De plus :
a) A est stable par limite croissante :
siA, € Bet Ay C Ay C---CA,C---, alors

mg((nli_)ngj )w) = mg(nli_{rgj [(An)w]) = limT mg((An)w)

n— oo

pour tout = € Si; donc | @ lim1 4, = lHmT a4, | est mesurable, et ainsi donc
n— 00 n—oo

limT A,, € A.

n—oo
e Supposons dans un premier temps mso bornée.
Alors :
b) % est stable par différence :

si A, A’ € B avec A C A, alors, pour tout x € Sy :

my((A"\ A)z) = ma(A} \ Ay) = ma(A]) — ma(Ay),

de sorte que ’ DANA = QA — QA ‘ est mesurable, et donc A’ \ A € A.

Le Lemme des classes monotones nous assure alors que # 2 0(%) = 51 ® %,
ce qui termine la preuve du Lemme fondamental dans ce cas.

e Lorsque msy est seulement o-finie, on peut écrire :

Sy = hmT ng, avec 527»” € 9 et 777,2(52,71) < +00, Vn > 1.

n—oo

Le raisonnement précédent montre que # 2 7 ® Ja ,, ol
%,n = % N y(SQ,n) = {AQ S %1 A2 - S2,n}

est la tribu-trace de % sur Sy .
Mais :

A @ % = AN(S1 x S0 € 1@ T
En effet, R
T ={Ac®T; AN(S1 X San € /1 ® Ton}

est une tribu de parties de S; x S ,,, comme cela se vérifie facilement, et, pour
A€ et Ay e F5,ona:

(Al X Ag) n (51 X Sg,n) = A1 X (AQ n ng) S e% ® ‘%7"’

desortequeA1xAgef,etdoncyl@%:a(ﬂlx%)gﬁ.
Ainsi :
Ae TR D% — Aﬂ(51X52,n6<@.
Comme on a vu au a) que, dans tous les cas, % est stable par limite croissante,
on obtient :

A= liml [AN Ss,] € 2,

n—oo
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ce qui termine complétement la preuve du Lemme fondamental. O

Preuve du Théorém 15. Posons, pour tout A € 7 ® 5 :

m(4) = [3 pa(z) dmi () ,

ce qui a un sens car @4 est mesurable positive.
Exprimé différemment :

(2) m(A) = ma(Az) dmq(z)|.
S1

Alors m est une mesure positive sur (S7 X Sa, 71 ® 95). En effet, il est clair
que m()) = 0 et, si on a des ensembles A, € F ® T, n > 1, deux-a-deux
disjoints, alors, pour tout € Si, les (4,)z, n = 1, sont aussi deux-a-deux
disjoints ; donc, en posant A = Un>1 A, on obtient, puisque A, = Un>1(An)m,
par o-additivité de mo :

mg(Am) = Z ma ((An):v)7

de sorte qu’en intégrant par rapport a = € S, on obtient :

m(A) = [ mo(Ay)dm(2) = [S 1 [im(mn)x)] dma ()

S1 n=1

- i [ () o]

par le Théoréme de convergence monotone, pour les séries & termes positifs, et
ainsi :

n=1

De plus, cette mesure vérifie bien, pour A; € 7 et Ay € T :

m(Ay x As) = / s (@) dma (2) = [ ma(As) Ly, (2) dim ()
S1 S1

ma(As) /S Ly, () dmy () = ma(As) ma (Ay);

en notant que si mg(As) = +00, on a :

/ (—|—oo)]IAl(x)dm1(x):/ ( LimTn) T4, () dmi(x)
S1 S

n—oo

= lim! nly, (z)dmq(z)

n—oo Sl

= lim| [nmy(A1)] = (+00) mi(A1).

n—oo
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En particulier, si m; et mo sont bornées, on a :
m(S1 x S2) = my(S1) ma(Sz) < +o0,

et m 'est aussi. Si my et mq sont o-finies :

n—oo

ST = limT Sl,nv avec Sl,n €9 et ml(SLn) < 400, Vn > 1,
Sy = liml Sy, avec Sap € Jo et ma(Sa,) < 4oo, Vn>1

alors Sl X SQ = llInT (Sl,n ><S27n), avec Sl,n X SQJL S %@% et m(Sl,n XSQJL) =
m1(S1,n) Ma(Sa,n) < +00, de sorte que m est o-finie.

Il ne reste plus qu’a voir 'unicité.
Mais si m et m’ sont deux mesures positives sur 7] ® % telles que

m(A1 X AQ) = ml(Al) mQ(AQ) et m’(Al X AQ) = ml(Al) mg(AQ)
pour tous Ay € J; et Ay € T, considérons :
€ = {Al X A2 S % X %, ml(Al)mQ(Az) < +OO}

Or :
1) € est stable par intersection finie (c’est clair) ;
2) on a S x S = liml (S1n X Sapn), avec Si, X S2, € €, puisque
n—oo

m1(S1,n) m2(S2,n) < +00.
De plus :
m(Ay x Ag) =m'(Ay x Az) < +o0, VA, x Ay €F.

Le Théoréme d’unicité des mesures nous dit que m = m’. O

Notons que la construction de la mesure-produit (formule (2)), avec le Théo-
réme 18 donne :

Corollaire 20 Dans RY, tout sous-espace affine H, différent de RN est de
mesure de Lebesque nulle.

On a déja vu ce corollaire dans le cas ot H = RV~1 x {0}.

Preuve. Puisque H # R, un des axes de coordonnées n’est pas paralléle a H.
On peut supposer que c’est le premier. Ecrivons RY = R x RV~ (c’est-a-dire
que I'on prend S; = R et S = RV 1), Pour tout x € R, la section H, est réduite
a un point ou est vide; dans les deux cas Ay_1(H;) = 0. Alors la formule (2)
donne :

Ay (H) = / Ay (H,) dA(x) = 0,

comme annonce. O
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3 Théorémes de Fubini

La facon dont on a construit m; ® ms (formule (2)) donne directement de
bons théorémes d’interversion d’intégrales.

3.1 Cas des fonctions positives

Dans ce cas, comme d’habitude, tout se passe automatiquement.

Théoréme 21 (THEOREME de FUBINI-TONELLI)
Soit (S1, 71, m1) et (So, o, mg) deux espaces mesurés o-finis.

Soit f: S x Sy — R une fonction ., @ Fa-mesurable ,

On pose :
Fa)= [ faa)m@).  aes,
G = [ Spdm@),  yes
Alors :

1) F: S; — R, et G: Sy — R, sont mesurables positives ;
2) on a les égalités :

/slxs.,, f(x,y) d(my @ mo)(x,y) = /S1 {/52 f(z,y dmg(y):l dmy (z)
= (

f L e

) dins ()| dma(y).

En particulier, pour une fonction (mesurable) positive, on peut toujours
intervertir les intégrales sur S; et sur Sy et les deux intégrations successives
donnent l'intégrale sur le produit.

Notons que 'on peut définir F' et G car les applications partielles f, et fY
sont mesurables (et positives). On notera que :

[ s ot ame) = [ #@)dmo

S1

/ 2 [ 1@y dm1(x)] dma(y) = [ Gly) dma(w),

Sa

et que l'on a besoin de la mesurabilité (avec leur positivité) de F' et G pour
définir ces intégrales.

16



Avant de donner la preuve, voyons tout de suite deux exemples d’application.
+o0 5
Exemple 1. Calcul de I = / e ! dt.
0
Considérons pour cela f: Ry x Ry — Ry définie par :

2 2
fla,y) =ye v (),

La fonction f est continue sur Ry x Ry — R, donc est mesurable pour la tribu
Bor (Ry x Ry) = Bor (Ry) ® Bor (R;). Elle est de plus positive. Notons K
son intégrale (sur Ry x R;).

Le Théoréme de Fubini-Tonelli, nous dit que, d’une part :

+oo oo 2 2 Foo 1 2 2 y=teo
K :/ {/ ye VY (1+z )dy} dr :/ {2 eV (1+w )} dr
0 0 0 2(1 +22) y=0

o L d L t I
—A m xXr = |:§a,rc a,nfl}':|0

_17T_7T
T 292 4’

et que, d’autre part :

+OO +OO 2 2 JrOO 2 +OO 2, 2
K :/ [/ ye Y (At )da:] dy z/ ye Y {/ e v dz] dy;
0 0 0 0

dans l'intégrale du milieu, on peut pour y > 0, et donc pour presque tout y > 0,
faire le changement de variable t = yx, qui donne :

K:/0+°°ye_y2[/o+°°e—t2 iﬂ dy = (/0+°°e_y2 dy)</0+°° ot dt) 2

On obtient donc I = @ :

—+oo
/ e dt = ﬁ .
0

2

Exemple 2. Soit f: .S — R, une fonction mesurable positive, et soit
A={(wt) € S xRy f(2) >t}

le sous-graphe de f.
Le Théoréme de Fubini-Tonelli, nous done :

(m®>\)(A):/ ]IA(x,t)d(m®/\)(x,t)=/S M+ ]IA(x,t)dt] dm(z).

SxRy

Mais, pour z € S fixé, on a :

(z,t) € A — flx) >t — telo, f(z)];

17



donc :

/ Ta(e, 1) dt = / Lo, oy (1) dt = A0, £(2)]) = F();
Ry

Ry

il en résulte que :

(m ® M\)(A) = /S f() dm(z)

on obtient ainsi que, pour une fonction mesurable positive f, son intégrale
est égale a la mesure de son sous-graphe, c’est-a-dire de la partie entre le
graphe de f et ’axe des “abscisses”.

D’autre part, Théoréme de Fubini-Tonelli nous dit aussi que :

man) = [ +°° [ J 1) dm(xﬂ it | s > )

on obtient donc :

[ sy = | s > )i

que 'on peut voir comme une forme abstraite de la formule d’intégration par
parties ; elle montre que la fonction ¢t — m({f > t}), appelée fonction de dis-
tribution de f est un objet important, qui permet, notamment, de ramener
lintégration sur l’espace abstrait (5,7, m) a une intégration sur R.

Preuve du Théoréme de Fubini-Tonelli.

1)Si f =14, avec A € 71 ® Fa, alors :

{ F(z) =ma(As) = palz),
Gly) =mi(AY) =1aly);

le Lemme fondamental nous assure que F' est mesurable sur (51, 97) et G me-
surable sur (S, .%).
La mesure-produit m = mi1 ® mo a été définie par :

m(B) :/ op(@)dmi(z), VBE T ® .
S1
Mais, symétriquement, si 'on pose :

m'(B) = g ¥B(y)dma(y), VB e © %,

m’ est aussi une mesure positive sur (S; x Sa, 71 ® ), et telle que, pour tous
A € A et Ay € D5, on ait :

' (Ar x Ay) = /S Paras(0)dma(s) = [ ma(A0)Tay o) dima(o)

= my (A1) ma(Az),

18



en notant que si my(A;) = 400, alors :

/ (100) La, () dima(y) = / lim nda, (y) dma(y)
S

—
Szn oo

= 14, (y) dma(y)n g ma(Az) = (+00)mz(Az).

L’unicité de la mesure-produit entraine que m’ = m; ® ma, et donc :
(m @ ma)(4) = [ pate)dmi(@) = [ vatu) dmaa),
1 2
c’est-a-dire :
m @ m2)(4) = [ P@)dmi(e) = [ Gl dmaly)
1 2

2) Si f est étagée : f = p_, arlla,, avec Ay € T4 @ P et aj, € R. Alors :

F(x) :Zak/ T4, (z,y)dma(y ZakSﬁAk
k=1 Sz

Gly) = Zak/ Lo, (z,y) dma (z Zakl/JAk
k=1 51

donc F' et G sont mesurables, et :

n

/ F() dimy @ mo)(z, a / La, (2,y) d(my © ms) (2, y)
S1xSs S1XSa

o [/ Lty 02) dina(y)] v o)
o U Ty (z.9) dos ()| o),

3) Si f est mesurable positive, il existe une suite croissante de fonctions
fn:S1 x So — R, étagées positives, croissant vers f. D’aprés le cas 2), si 'on
pose :

=
Il

1

I
M:

£l
Il

1

I
M=

k=1

par le cas 1).

Fo(z) = S ful,y) dma(y),
Gn(y) :/an(as,y)dml(x),

alors F,, et G,, sont mesurables. Comme elles sont aussi positives, le Théoréme
de convergence monotone donne :

F(z)= [ f(z,y)dma(y) = lim] g fu(z,y) dma(y) = liml F, (),

n—oo n—oo
Sa
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et de méme :

G(y) = f(JU, y) dm;y (1‘) = limf f’rl(‘r’ y) dm;y (x) = liml Gn(y);

— —
Sl n oo Sl n oo

donc F et G sont mesurables (positives), et :

/S @) dim @ ma)(ey) = ] Fuler,y) d(ma ® ma)(z, y)

n—00 Jg xS,

par le Théoréme de convergence monotone

lim | { fn(@,y) dma(y)| dma(x)
S1 Sa

n—oo

par le cas 2)

= lim] F,(z)dm,(x)

— / lim[ F, () dmy(z)
S1

par le Théoréme de convergence monotone
:/ F(z)dmy(x).
S1
de méme :

/ f(y) dimy @ ma)(ey) = [ Gly) dmaly),
S1xSs Sa

et cela termine la preuve. O

3.2 Fonctions a valeurs réelles ou complexes

Donnons maintenant la forme génrale du Théoréme de Fubini.

Théoréme 22 (THEOREME DE FUBINI)
Soit (S1, 71, m1) et (Sa, T, ms) deux espaces mesurés o-finis.

Soit f: 51 x Sy — R ou C une application 7 ® F5-mesurable. Alors :

1) f est m1 ® mo-intégrable si et seulement si :

/5‘1 [ ., |f(z,y)] dmz(y)] dmy (x) < +oo,

ou aussi si et seulement si :

/52 [ 5 |f(x,y)|dm1(a:)] dma(y) < +oo.
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2) Dans ce cas :
fz est mo-intégrable pour mi-presque tout x € S;
a) { fY est mp-intégrable pour mo-presque tout y € S
b) les fonctions F: S; — Rou Cet G: S, - Rou C :

Fa) = [ o) dmaty)
Gly) = /S f(y) dma (z)

sont définies presque partout sur S; et So, respectivement, et y sont (mesu-
rables et) intégrables.

3) On a les égalités :

/slst f,y) d(my @ mo)(x,y) = /

S1

[ [ o ams ()] ds )

:/52 [ 5 flz,y) dml(x)} dma(y).

REMARQUE IMPORTANTE. le Théoréme de Fubini s’utilise donc en
deux temps : d’abord vérifier la condition d’intégrabilité, énoncée au 1)
(qui est l'application du Théoréme de Fubini-Tonelli & |f|); ensuite, on peut
utiliser les égalités du 3). Ce seront essentiellement deux fois les mémes calculs
a faire (une fois avec | f|, et une fois avec f elle-méme), mais on ne peut pas s’y
soustraire.

Preuve. Le 1), comme on vient de le dire, résulte du Théoréme de Fubini-Tonelli
a |f].

Pour le reste, on peut supposer f a valeurs réelles, en séparant, dans le cas
complexe, les parties réelle et imaginaire.

2) a) Comme :

/5‘1 [ s £ ()l dmZ(y)] dmy(z) < 400,

on a, pour m1-presque tout x € Sy (toute fonction intégrable étant finie presque
partout), disons pour tout x € S \ Ny ,avec m1(Ny) =0 :

g |f(@,y) dma(y) < +oo,

ce qui est la mo-intégrabilité de f,, pour ces x € S1 \ N1 (rappelons que f, est
toujours mesurable, f 1’étant). Alors, pour x € S7 \ Ny, l'intégrale :

F(r) = g [z, y) dma(y)
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existe.
De méme, fY est mq-intégrable pour meo-presque tout y € So, disons pour
tout y € Sy \ Na, avec ma(N3) = 0, et intégrale :

Gy)= [ [f(z,y)dmi(r)
S1

existe pour tout y € Sz \ Na.
2) b) et 3) Définissons :

Fia) = [ ) dmay)
F(r) = /S () dma(y).

Le Théoréme de Fubini-Tonelli dit que F% et F* sont mesurables. De plus, pour
T e Sl \ N1 :

0< Fiz), F(2) < | |f(x,y)|dma(y) < +oo,
Sa

et 'on a :
F(z) = Fi(z) — F’(x), VzeS\Ni.

Posons F(x) = 0 pour € Ny, nous obtenons une fonction F': S; — R qui est
mesurable. De plus, comme :

F @) dm() = [

S1

<[ [ NCY dina(y)] i) < +ox.

D) dm2<y>] dmy ()

S] 52

f est my-intégrable, et :
/S 1 F(x)dmi(z) = /S 1 Fb(z) dmy () — /S 1 F°(z) dmq (z)

- / [ (z,y)d(mi @ ma)(x,y)
S1%XSs

- / F (@) d(my ® ma)(z, )
S1xSs

par le Théoréme de Fubini-Tonelli

[ faydom sm)y).
S] ><S2
De méme, G est mo-intégrable et :

/ Gly) dma(y) = / Fa, ) d(my @ ms)(x, y),
So S1XxS2
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et cela termine la preuve. O

Remarque. Si l'on prend pour (S, 7, my) et (S2, 95, my) 'ensemble N* avec
sa tribu discréte et la mesure de comptage, on obtient :

Corollaire 23 Si (akn)kn>1 est une suite double de nombres complexes, et si :

—+o0 “+oo

Z (Z |ak7n|) < +00,
k=1 n=1
alors, on a :
+oo 400 +oo 400
Z (Zak,n) = Z (Zak,n)-
k=1 n=1 n=1 k=1

Le contre-exemple suivant montre que les égalités précédentes ne sont pas
toujours vérifiées.

Contre-exemple. Soit :

+1 si k=n
Ak.n = -1 si k=n+1
0 sinon.
n
0 0 0 1 -1
0 0 1 -1 0
0 1 -1 o0 0
1 -1 0 0 - - k
On a
+oo  H4oo
> (2 own) = 1040k,
k=1 n=1
tandis que :
+oo  H4oo
S (X ann) =0+0+0+ =0,
n=1 k=1

Les deux valeurs sont différentes parce que, comme on le vérifie directement :

+oo  +4oo
Z (Z |ak’n|) = +o0.
k=1 n=1
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3.3 Quelques exemples d’application
3.3.1 Convolution

Théoréme 24 Si u,v: R — C sont deux fonctions intégrables, alors on peut
définir, pour presque tout z € R :

(uxv)(x) = / u(z —t) v(t) dA(t),
R
que l’on appelle le produit de convolution de u et v en x.

De plus, si l’on prolonge ux v par 0 la ou elle n’est pas définie, alors u x v
est intégrable sur R.

Preuve. Posons f(t,x) = u(z — t) v(t), pour t,x € R. La fonction f est mesu-
rable sur R x R et :

/R ] If(t,2)| dX @ N)(t, ) "= /}R [ /}R u(xt)v(t)d)\(x)] d(t)

= [| [1ta = t1axo)] sl axe
o | [l axe)| e axe
= | [l o] | [ po1axo) <+

Le Théoréme de Fubini dit que

(uxv)(z) = / ft,x) dA(t)
R
existe pour presque tout x € R et définit une fonction intégrable. (]

Définition 25 Siu: R — C est une fonction intégrable, on définit sa transfor-
mée de Fourier en y € R par :

u(y) = / u(x) e 2™ d)\(x).
R
Théoréme 26 Siu,v: R — C sont deux fonctions intégrables, alors :

wxo(y) =u(y)vly),  (YyeR).
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Preuve. On a :

uxo(y) = /R(u ) () e 2T d\(z)

_ /R [ /]R w(z — 1) v(t) d/\(t)] =27 ) (z)
FE“;/]R [/Ru(x—t) e 2Ty d)\(x)} v(t) dA(t)
_ /R { /R u(z) e~ 2Ty 2wty d)\(z)] u(t) dA(1)

u(z) e 2=V d)\(z)] v(t) e 2™ dA(t)

On peut utiliser le Théoréme de Fubini car :

(e — ) v(B)e 27 d(A@ A)(t, ) = / (i — ) v()| dA BN (£,2) < +oo,

R2 R2

comme on I’a vu dans la preuve du Théoréme 24. O

3.3.2 Fonction Gamma

Une fonction trés importante en Analyse, autant que le “couple infernal”
(dizit G. Tennenbaum) formé par le logarithme (népérien) et ’exponentielle,
mais peu étudiée dans I'enseignement frangais, est la fonction Gamma.

On pose, pour tout a > 0 :

+oo
INa) = / t*~te~t dt.
0

C’est une intégrale de Riemann généralisée absolument convergente : la fonc-
tion & intégrer est positive et :

e au voisinage de 0 : t! 7%~ ~ et 1 —a<1;

l—«a
e au voisinage de +00 : lim;_, o, t?(t* te™!) = 0.
La fonction ¢ + t'=%~! est donc intégrable sur R, pour la mesure de
Lebesgue, et son intégrale est égale a l'intégrale de Riemann généralisée. On
emploiera la notation de l'intégrale de Riemann généralisée.

a) On a, en intégrant par parties :

+oo +o00 +oo
T(a+1) = / t%e~t dt = [ta(—e*f)] - / atY(—e ) dt;
0 0 0

donc :

’I‘(a—i—l) :af(a)‘.
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En particulier, puisque, comme on le voit immédiatement, I'(1) = 1, on
obtient, par récurrence :

P(n+1)=n!|, Vn € N.
Notons aussi que I'(1/2) = /7 :
1 +oo +oo 5
1"(5):/ \/ie_tdt:2/ e " du =,
0 0

d’aprés 'Exemple 1 du paragraphe 3.1.

b) Montrons maintenant la formule des compléments. Pour «, 5 > 0, on a :

+oo +o0
Ma)T(B) = (/ to‘_le_tdt> (/ uPlemv du)
0 0
“+o0 —+oo
:/ </ t“letdt> ule " du
0 0
—+o00 “+o0o
= / (/ (s —u)* tev™* ds) uP~le " du
s=u+t 0 ”

= // (s —w)* e u T I oy dA @A) (u, )
RY xRY

Fubini-Tonelli

—+00 s
(e
Fubini-Tonelli /) 0

+oo s u\ a—1 u\B—1 du
L (L)
0 0 5 N ’
+o0 1
:7‘ / (/ (1 — U)a_l/uﬁ_l dU) Sa+ﬁ_1 e_s ds
v=% Jo 0

= B(a,f)T(a +f),

avec :

1
B(a, p) = /0 (1—v)* .

La formule des compléments est, pour 0 < a < 1 :

T(a)T(1—a)= —~

" )
S o7

que 'on obtient en calculant B(«,1 — «) (on donnera ce calcul en Annexe).

3.3.3 Intégrales fractionnaires

Considérons une fonction intégrable ¢: [0,1] — R. Pour o > 0, on pose, si

0<r<l: .
(Lap)(x) = %/ (z — 1) Lop(t)dt.

a) Jo
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1) Il faut donner un sens a cette intégrale. Pour cela, on utilisera le Théoréme
de Fubini. Notons toutefois que, lorsque ¢ est positive, (Lyp)(x) existe pour tout
x € [0,1], mais peut prendre la valeur +oc.

Posons :

f(l’,t) = (:L' - t)ailw(t) ][{t<;c}~
Cette application est mesurable sur [0,1] x [0,1]. De plus :

[ reoiaeneo, = (e o
-/ NECE L
=L [a-ortema

1 1
< */ lo(t)] dt < +o00;
@ Jo
f est donc intégrable sur [0, 1] x [0, 1], et le Théoréme de Fubini dit que :

T 1
/O(Ift) go(t)dt:/o Fla,t)dt

existe pour presque tout x € [0,1], et définit une fonction (mesurable et)
intégrable sur [0,1]. La fonction L,y est donc définie presque partout, et est
(mesurable et) intégrable sur [0,1]. De plus :

)

< )| dt.
Lt et = s [

2) Nous allons voir que, pour tous «, 3 > 0, on a, presque partout :

[ 1api@ar < /[MM| (@ 0)]d0r @ V(o)

L, (LBQD) = Laypep-
a) Supposons d’abord ¢ positive. Alors :

1

LaLo)] @ = | “@ - 0 Lap)(0) dt

T TE | 0 = et a

Dans l'intégrale du milieu, on a 0 < v < t < x; faisons le changement de
variable :
t=1x+(1—"7)u, avec 0 < 7 < 1;
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omaz—t=1-7)(x—u),t—u=7(x—u),et 7===%.On obtient :

[La(Lgp)] (x)
x 1
T T T3 — ) e =) P N —w)P N dr u) du
‘r<a>w>/o{/o“ e ) (2~ ) d}w()d

= mr ([, b etwan) ([ o —ret)

1
= Wr(a + 3)(Latpp) (x) B(, )

= (LoHrB‘P) (33)

De plus, cette valeur est < +oo pour presque tout z € [0,1], d’aprés le 1),
puisque Lq3¢ est une fonction intégrable.

b) Lorsque ¢ est intégrable, de signe quelconque, on applique ce qui précéde
a |¢|, pour chaque z tel que (La+s(|¢]))(z) < +00. Comme :

|(La) ()| < (L)) (#),

on peut appliquer le Théoréme de Fubini, car :

e

/[O @O o]0 O (e
;1] X110,

< (La(Ls(12D) (@) 2 (Lays(|¢])) (2) < +o0,

et les mémes calculs qu’au a) donnent :

(La(Lp(#)) (@) = (Latpp) (@)

pour presque tout z € [0, 1].

2) Maintenant, si ¢: [0,1] — R est continue :
a) Pour a =1, 0n a:

(Lrp)() = / "ol dt,

et le Théoréme fondamental du Calcul Intégral dit que Lip est contind-
ment dérivable, et que (L1p)’ = ¢ : Lip est la primitive de ¢ s’annulant en
0.

Alors L est en particulier continue, et Lo = L1 (L1¢) est deux fois conti-
niment dérivable et (Law)” = ¢ : Lap est une primitive seconde de ¢. Par
récurrence, pour tout entier n > 1, L, ¢ est une primitive d’ordre n de .

b) Pour tout a > 0, Lyp: [0,1] — R est continue.

Notons que 'on ne peut pas utiliser le Théoréme de continuité pour les
intégrales dépendant d'un paramétre : l'intégrale dépend aussi de la borne su-
périeure, et si Pon intégre sur [0, 1], il faut multiplier a l'intérieur de 'intégrale
par I, qui n’est pas continue lorsque = = ¢.
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Nous allons utiliser la continuité uniforme de ¢ sur [0,1] : donnons-nous
€ > 0 arbitraire. Il existe 6 > 0 tel que :

u—v|<o = p) - e)| < ae.

Or, sil'on pose v =z —t,on a:

(Law)(z) = /033 v oz — v) du;

donc,si0<r <o’ <1:

) [ NPT
|<Laso><x>(Laso><x>|<w/O v (2! —v) — p(z — v)| dv

’

1 ‘ I pya—1
+m/z (" =) (b)) dt.

La premiére intégrale est, si 0 < 2’ — z < ¢, inférieure a :

1
_ ae

ae ¥ = == =&
O a

La seconde est, si 'on pose M = sup;c( 1] [#(t)|, inférieure a :
v M M

M/ (' —t)* tdt = —(2' —2)* < — 5%,
. o «

qui peut étre rendu < ¢, si I’on avait pris le soin de choisir ¢ suffisamment petit.

¢) Ainsi, si @ > 1, la formule :
Loy = L1(La-1%)

nous dit, puisque L,_1¢ est continue, que L, est (contintiment) dérivable, et
que (Law) = Lo—16.

On dit que L, est Uintégrale fractionnaire d’ordre o de ¢ (bien qu'il vau-
drait mieux dire primitive fractionnaire).

3.3.4 Annexe

On veut montrer ici que, pour 0 < a < 1:

Bla,1—a) = sinar

On a:
1 1 _ 1
B(oul—oz):/ (1—v)a_1v_“dv:/ (1 v)@ L,
0 0 v v
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Commengons par faire le changement de variable w = 1;” = % — 1. On
obtient :
oo dw
B(a,1—a) = w N w4+ 1) ————
@i-a)= [ ()

-‘rOO,wafl
3 = dw.
3) / Y dw

La meilleure fagon de calculer cette intégrale est d’utiliser la méthode des
résidus ; mais nous pouvons le faire directement, sans utiliser de variable com-
plexe.

Partageons I'intégrale (3) en deux :
+oo , a—1 1, a—1 +o0o  a—1
/ - dw :/ - dw +/ - dw.
0 w41 o w+1 1 w41

1 a—1
F(a)= / v dw,
0

w—+1

Si 'on pose :

on a, en faisant le changement de variable z = i dans la seconde intégrale :

+oo a—1
/ v dw = F(1 - a).
1 w+1

Mais :

,wozfl
F(a)= / d\(w),
10,1] w + 1

et, pour 0 <w < 1,ona:

[w—a+2k: o w—oc-‘,—2k-|—1]7

on obtient une série & termes positifs; le Théoréme de convergence monotone
pour les séries a termes positifs donne :

1 1 = 1
- = | = .
[2k+1 2k+2} nZ:;J( ) —a+n+1

+
8

+ =
8 o

x>
o

30



Donc :

Bla,1—a)=) (-1)" + ) (=1
vt —a+n+1 o a+n
+oo +oo
1 1 1
a+n:0( ) —a+n+1+;( ) a+n
+oo
1 -1 1
=—+ (—1)”[ + }
o —a+n a+n
n=1
+oo
1 2
—— -1 n+1 .
a+n:1( ) n? — a?

Il reste & voir que cette somme est égale & 7/ sin(am). Nous utiliserons pour
cela un développement en série de Fourier.
Considérons la fonction f: R — R, de période2rw, définie par :

f(z) = cos(ax), —r<z<m

Elle est paire, et ses coefficients de Fourier sont, pour n > 0 :

an(f) = 2/; f(z) cos(nx) dx

7r
2 ™
= 7/ cos(ax) cos(nzx) dx
T
1 ™
=— [ cos(a+ n)xdx + / cos(a — n)x da:}
T 0
_ 1 [sin(a+n)x sin(a —n)x]”
o a+n a—n 0
— 1 1
= (=1 sm(om')( + )
T +n a—-n
(-t 200
= sin(am).

Comme f est réglée et posséde une dérivée a droite et une dérivée a gauche en
chaque point, le Théoréme de Jordan-Dirichlet dit que, pour tout x € R :

+ —_
1) —;—f(a: ) = + Z an(f) cos(nx).

En particulier, pour x = 0, on obtient :

+oo

T 1 2a
- _ -1 n+1 ,
sinar  « +nz::1( ) n2 — a?

ce qu’il fallait trouver. O
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