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Probleme 1

Autour des fonctions convexes.

Soit I un intervalle (dans R) non vide. On rappelle qu'une fonction f : I — R est convexe
si

Va,yel, Vtel0,1], fltz+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

Exemples.
Soient p > 0 et ¢,(z) = 2P pour x € R™.

1) On suppose que 1, est convexe. Montrer que nécessairement p > 1 (Indication: on
pourra prendre y =0 et x = 1).

2) On suppose que p > 1. Soient x < y dans R™.
On note A(t) = v, (tz + (1 — t)y) — thy(x) — (1 — t),(y) ou ¢ € [0, 1].
(i) Calculer A”(t) pour t €]0, 1] et dresser un tableau de variation de 1),.

(ii) En déduire que 1), est convexe.

Partie I. Propriétés des fonctions convexes.

Dans toute cette partie, la fonction f : I — R est convexe.

1) Montrer que pour tout n > 1, on a
Vay,...,x, € 1, Vty,...,t, €[0,1] vérifiant t; +--- + ¢, = 1, f(thxj> < thf(xj).
=1 j=1

2) Solent <y < z € I.

(i) Montrer que ) = J(w) < J2) = f(x)
Yy—x B Z—x

(i) Montrer que 72 =@ [ = /),
Z—x B zZ—y

3) (i) Montrer que pour tout x dans l'intérieur de I la dérivée a droite f}(x) et la dérivée
a gauche f;(z) existent et vérifient f,(z) < fj(z).
(ii) Que se passe-t-il au bord de I 7
(iii) Soient # < y € I. Montrer que f;(z) < f;(y).
4) Montrer que f est continue sur 'intérieur de I.

5) On appelle N I'ensemble des points x de I tels que f est non dérivable en z.
On suppose que N est non vide.

(i) Montrer que I'on peut définir une application 6 : N' — Q avec 0(x) €]f;(x), f3(z)].

(ii) Justifier que 6 est injective et en déduire que A est au plus dénombrable.



Partie II. Caractérisations.

Dans cette partie, on considere une fonction f: I — R.
fly) = flz) _ f(2) = )
y—z N =Y

2) Dans cette question, la fonction f est dérivable sur I. Montrer que f est convexe si et
seulement si f” est croissante.

1) Montrer que si

pour tous z <y < z € I, alors f est convexe.

3) Dans cette question, la fonction f est deux fois dérivable sur I. Montrer que f est convexe
si et seulement si f” > 0.

Partie III. Applications.

1) (i) Retrouver les résultats de la partie Exemples.
(ii) Justifier que la fonction exponentielle est convexe.

(iii) Justifier que la fonction — In est convexe.

2) Soient x1,...,2, > 0 (avec n > 1). Montrer I'inégalité arithmético-géométrique:
1 n
1 n = n ]21 7

3) Soient I un intervalle, f : [0,1] — I continue et ¢ : I — R convexe. Montrer

I'inégalité de Jensen:
1 1
t)ydt) < o f(t)dt.
o( [ < [Cwos



