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Probléeme 4

Autour de la continuité et de la dérivabilité.

Préliminaire.

Soit (am)(k yen? des choix de signes, i.e. Vk,n € N, ¢, € {—1,+1}. A n fixé, on note
Dy, le nombre de +1 parmi les €5, ou 0 < k < n.

n
On considere s,, = E k-
k=0

1) Montrer que s, = 2p,, — (n + 1) puis que |8n+1 — Sp| est un entier impair.

2) En déduire que la suite (S”)neN diverge.

Partie I] Etude d’un exemple.

On définit
R — R
o: |v#0 — 2%sin(l/z)
r=0 0

1) Justifier que o est de classe C'! sur R*.
2) Démontrer que o est continue en 0.
3) Démontrer que o est dérivable en 0. Que vaut ¢’(0) ?

4) Justifier que o n’est pas de classe C'! en 0.

Partie II] Une propriété des fonctions dérivables.

Dans cette partie, on considere f : [ — R définie sur un intervalle ouvert I (non vide).
On fixe o € I. Soient (ay)n>1 et (bp)n>1 deux suites de I convergentes vers «, avec a, # b,
pour tout n > 1.

1) Dans cette question uniquement, on suppose que f est de classe C* sur I. Montrer que

. f (bn) — f (an) /
la suite | ——————— est convergente vers f'(a).
bn — Qn
n>1
Indication: on pourra utiliser I’égalité des accroissements finis aprés avoir énoncé précisément

le théoréme.

2) Dans cette question uniquement, on suppose que f est dérivable en «
a) on suppose de plus que a,, < a < b, pour tout n > 1.

f(bn) — flan)

Montrer que la suite
bn — Qp

est convergente vers f’(a).

n>1



b) On va voir que le résultat de la question précédente est faux en général si on omet
I’hypothese: a,, < a < b,. Pour cela, on considere la fonction o de la partie II et on introduit
les deux suites définies pour n > 1 par

1 1

Ay = ————
2nm + % 2nm

o(b,) — o(an)

(i) Montrer que la suite ( 2
n — Gp

) est convergente et préciser sa limite.
n>1

(ii) Conclure.

Partie III] Une fonction continue sur R mais nulle part dérivable.

On va montrer dans cette partie qu’il existe des fonctions continues sur R mais nulle part
dérivable. On commence par définir la fonction A : R — R pour x € R par

A(x) = distance(x,Z) = min{|z — n|; n € Z}

1) Dessiner le graphe de A et déterminer I'image de A.
2) Montrer que A est 1-lipschitzienne.

3) Soient A,s € N avec s > 1.
Montrer que A est affine sur tous les intervalles [A27°, (A + 1)27°]. On précisera la pente
(en valeur absolue).

| S AE)
4) Soit x € R. Montrer que la série Z gk converge.
k=0
. . . s —~A(2Fz)
Dans toute la suite de cette partie, la fonction T" est définie par T'(z) = Z o ouz € R.
k=0

5) Démontrer que 7' est continue sur R.
6) Montrer que T est périodique et donner une période.

7) On fixe a € R.
a) Montrer que pour tout entier n > 1, il existe deux rationnels a, et b,, respectivement

1
de la forme 2% et (avec q € Z), vérifiant a, < o < b,.

b) Les suites (a,)n>1 et (bn)n>1 sont-elles convergentes 7 Si oui, vers quelle limite ?
¢) Que vaut A(kan) — A(Qkan) pour k > n?
d) On fixe 0 < k < n des entiers. Montrer que A(2*b,) — A(2%a,) € {£2""}.

T(,) — T(ay,
e) En déduire que la suite ( (bn) (an)

est divergente puis que 7' n’est pas
bn ~ On n>1

dérivable en «.

8) Conclure.



