Université d’Artois
Faculté des Sciences Jean Perrin
Mesure et Intégration (Licence 3 Mathématiques-Informatique)

Daniel Li

Théoréme de représentation de Riesz

May 9, 2006

C’est un théoréme de construction de mesures positives sur les espaces topo-
logiques localement compacts, & partir de formes linéaires positives sur 'espace
des fonctions continues & support compact.

En particulier, il permet de construire la mesure de Lebesgue sur R?.

1 Préliminaires topologiques

Rappel. Un espace topologique X est localement compact s’il est séparé et si
tout point de X posséde un voisinage compact.
On montre qu’alors tout point € X posséde une base de voisinages compacts:

YV e V(z) IW € V(z)  tel que W soit compact et W C V.

Proposition 1 Soit X un espace localement compact, K un compact de X et
U un ouvert contenant K. Alors il existe un ouvert V relativement compact tel
que :

KCVCVcCU.

Rappelons que relativement compact signifie que ’adhérence est compacte.

Preuve. Pour tout z € K, il existe un voisinage ouvert V,, de z, dont I’adhé-
rence V. est compacte et contenue dans U. Comme K est compact, il existe un

nombre fini de points z1, ..., z, € K tels que K soit recouvert par K’L’l U-- UI@
Sil’on note V' cette réunion, c¢’est un ouvert contenant K, et V =V, U---UV,_
est compact et contenu dans U. O

Rappelons que si X est un espace topologique et f: X — C, le support de f
est le fermé:

supp (f) = {z € X; f(z) #0}.
On a:
vgsupp(f) = f(z)=0,
et [supp (f)]° est le plus grand owvert sur lequel f s’annule.

L’ensemble # (X)) des fonctions f: X — R qui sont continues et & support
compact est un espace vectoriel sur R.



Notations.
1) On écrira pour dire que:
a) K est un compact de X ;
b) fe A (X);
C) ][K < f < ][7
et l'on dira que f domine K et que K est dominé par f.

Remarque. On aura en particulier: f >0,et: 2€ K = f(z)=1.

2) On écrira et on dira que ) domine f et que f est dominée par

Q lorsque:

a) f e K(X);
b) Q est un ouvert de X ;
c) 0< f<In;

d) supp (f) € Q.

Remarque. On aura en particulier 0 < f < T, et:
reX\Q = f(x)=0.

Théoréme 2 (Théoréme d’Urysohn.) Soit X un espace localement com-
pact, K une partie compacte de X, et Q un ouvert contenant K. Alors, il

existe f € (X)) telle que:
-

(en particulier, on a 0 < Ix < f < Ig).
Preuve. Lorsque X est métrique, il suffit de prendre un ouvert relativement
compact V tel que K CV CV CQ, et:

dist (z, V°)

= . D
dist (z, K) + dist (z, V©)

f(x)

Dans le cas général, c’est un plus délicat, et la preuve sera donnée en Annexe
a la fin.

Corollaire 3 Pour tout ouvert non vide 2 de X, il existe f telle que f < ).

Preuve. Prendre a € Q puis K = {a}. O

Corollaire 4 (partition de 'unité) Soit X un espace localement compact,
K une partie compacte de X, et {Q1,...,Q,} un recouvrement ouvert de K :
KCOUu---uQ,.

Alors, il existe hy, ..., h, € K(X) telles que:

n

hj{Qja 1 ]<
€ K.

{ hi(x)+ -+ hy(x)=1, V

SIV/AN



On dit que {hy,...,h,} est une partition de l'unité de K subordonnée au
recouvrement {Q,...,Qn}.

Preuve. Pour tout z € K, il existe j < n tel que z € §);. La Proposition 1 nous
dit qu’il existe un ouvert V,, relativement compact tel que z € V,, et V, C Q;.

Comme K C J,cx Vi et puisque K est compact, il existe un ensemble fini
FCK telque K CJ,cp Ve

Posons : o
H=J V.
zeF
Vzgzj
C’est un compact contenu dans €2; ; le Théoréme d’Urysohn donne g1, ..., gn

telles que H; < g; < Q; pour 1 < j < n. Les fonctions:

hi =401
ha = (1-g1)g2

conviennent. O

2 Enoncé du Théoréme de représentation.

Théoréme 5 (Théoréme de représentation de Riesz) Soit X un espace
localement compact et L: & (X) — R une forme linéaire positive :

f=z0 = L(f)=0.

Alors, il existe une tribu .# de parties de X, contenant la tribu borélien-
ne PBor(X) et une unigue mesure positive m = my, sur (X, #) telle que:

@ L(f) =[x fdm, Vf e H(X);
@ m(K) < oo pour tout compact K ;

® @m(Q) =sup{m(K); K compact et K C Q} pour tout ouvert
Q de X ;
©®m(B) = sup{m(K); K compact et K C B} pour toute partie
B e # telle que m(B) < +o0 ;

@ m(B) = inf{m(Q); Q ouvert et B C Q} pour tout B € .4 .

Remarque. Si X est compact, alors m(X) < +oo et donc @ @) est vrai pour
tout B € .



Application: construction de la mesure de Lebesgue sur R.
Pour toute f € J# (R), I'intégrale de Riemann généralisée R — fjof f(z)dx

converge (absolument), et si supp (f) C [«, 5], elle est égale & R — ff f(x)dx.
L’application
L. #R) — R
;oo R[0T f(a)de

est une forme linéaire positive. Le Théoréme de représentation de Riesz dit qu’il
existe une mesure positive A sur (R, .#), donc sur (]R, %OT(R)), telle que:

R—/mf(x)dx:/RfdA, Vf € # (R).

Il reste juste & vérifier que:
(Aa,b) =b—a| Va<beR.
Pour cela prenons une fonction f,,: R — R nulle en dehors de ]a, b], valant 1
sur [a+1/n,b—1/n] et affine sur [a,a+1/n] et sur [b—1/n,b]. Alors f,, € Z (R)
et limT f, = T}, ; donc:

n—-+oo

A(Ja, b)) = /R][]%b[d)\ = lim? [ f,d\= lim! R-— /+<>° fu(z)dz

n—-+oo R n—-+o0o — 00

= lim! (b—a—%)zb—a.

n—-+oo

Remarque. Pour la mesure de Lebesgue sur R¢, on fait pareil; ou bien on
peut la construire comme la mesure-produit A® --- ® A (d fois).

Preuve de "unicité. Supposons que m, et my soient comme dans le théoréme.
Grace a @ @et @), il suffit de montrer que:

m1(K) =mo(K), pour tout compact K.

Soit K un compact et € > 0. Comme ma(K) < 400, @dit qu’il existe un
ouvert ) tel que K C 2 et

mQ(Q) < mQ(K) +e.
Le Théoréme d’Urysohn donne f telle que K < f < 2. On a donc:

ml(K)é/ ][Kdmlg/ fdmlg/ fdmg
b's X b's
</ Tg dma = mo() < ma(K) +¢.
b's
Par conséquent mq (K) < mo(K).

En échangeant les roles de my et mo, on obtient ’inégalité inverse, et donc
m1(K) = ma(K). O



3 Preuve de ’existence.

Elle se fait en plusieurs étapes.

3.1 Etape 1.

Posons:

e Pour tout ouvert 2 C X :

[m* (@) =sup{L(f); f<Q}];

e puis, pour tout A C X :

’m* (A) = inf{m*(Q); Q ouvert et A C Q} ‘

On a m*(0) =0 et
ACB = m"(4) <m*(B).
Lemme 6 Si Q) et Qo sont deux ouverts, alors :
m* (21 U Q) < m™(Q1) +m™(Q2).

Preuve. Soit g < Q1 U Qy. Le Théoréme de partition de 'unité (avec Q3 =
[supp (9)]°) donne hy < Q; et hy < Qs telles que:

hi(z) + ha(z) =1, Vz €supp(g).

Alors h1g < Q4, hog < Qs et g = h1g+ hag; donc:
L(g) = L(h1g) + L(hag) < m* (1) +m™(€2) ;
d’ott m*(Q1 U Q) < m*(Q1) + m*(Qa). O
Proposition 7 Pour tous Ay, As,..., Ap,...C X, 0n a:
+00
m*( U An) < Z m*(A4,) (sous o-additivité).
n>1 n=1

Preuve. On peut supposer m*(4,,) < +oo pour tout n > 1.
Soit € > 0.
Pour tout n > 1, il existe un ouvert €2, 2 A,, tel que:

m*(Qy) < m*(A,) +¢/2".
Posons © = |J Q,; c’est un ouvert. Pour toute f < €, il existe, puisque

n>1
supp (f) est compact, un n > 1 tel que:

F=QU--UQ,.



On a donc:

k=1
n c +oo
< [m*(An)JrQ—k <> m*(Ay) +e;
k=1 k=1

+oo
d’ot m*(Q2) < > m*(A,) +e.
=1

k
+oo +oo +oo
Comme |J Ar C £, on obtient m*( U Ak) < > m*(Ak) + e, et par
k=1 k=1 k=1
“+o0o “+o0o
conséquent m*( U Ak) < > m*(Ag) puisque £ > 0 est quelconque. O
k=1 k=1

3.2 Etape 2.
Définition 8 On dit que A C X est quasi-mesurable si

m*(A) = sup{m*(K); K compact et K C A}.
On notera 2.4 'ensemble des parties quasi-mesurables.

Proposition 9 (importante)

1) Toute partie A C X telle que m*(A) =0 est quasi-mesurable.

2) Tout compact K C X est quasi-mesurable et, de plus, m*(K) < +o0.
3) Tout ouvert ) est quasi-mesurable.

Le 1) est évident, de méme que le fait que les compacts soient quasi-mesu-
rables. Pour montrer que m*(K) < 400, on utilisera le lemme suivant.

Lemme 10 K<f=<Q = m*K)<L(f) <m*(Q).

Preuve. L’inégalité de droite provient de la définition de m*(£2). Pour autre,
soit a > 0 tel que 0 < a < 1. Posons:

Qo ={f > a}.

C’est un ouvert et K C §, (car a < 1). Par définition, il existe ¢ < £, telle
que:
m*(Qa) < L(p) + (1 — a).

Comme ¢ < I, < éf, on obtient :

o

L(f) + (1 —a);

QI

m*(K) <m*(Q) < L(p) + (1 —a) <

d’ott m*(K) < L(f), en faisant tendre « vers 1. O



Suite de la preuve de 2). Par le Théoréme d’Urysohn, il existe f telle que
K < f <X, et le lemme donne m*(K) < L(f) < +o0.

Preuve de 3). Le cas m*(2) = 0 est évident (voir 1)). On suppose donc
m*(€©) > 0. Soit a > 0 tel que a < m*(§2). Par définition, il existe f < ) telle
que:

a < L(f) <m™(Q).

Posons K = supp (f). Pour tout ouvert V2O K, on a f < V; donc L(f) <
m*(V), et par conséquent :

L(f) <inf{m*(V); V ouvert et K C V} = m"(K).
Alors o < m*(K). Puisque oo < m*(12) est arbitraire, on obtient:
m*(Q) < inf{m*(K); K compact et K C Q},

d’on ’égalité, car > est évident. O

3.3 Etape 3: o-additivité de m* pour les ensembles quasi-
mesurables.

Lemme 11 Si Ky et Ky sont deux compacts disjoints de X, alors:
m*(K1 U KQ) = m*(Kl) + m*(KQ)

Preuve. K3 est un ouvert tel que Ky C K3. Par la Proposition 1, il existe un
ouvert relativement compact €2 tel que K7 C 2 C 2 C K§. Alors £ = Q et

Qo = ()¢ sont deux ouverts disjoints et K7 C Qq et Ko C Q.

Maintenant, pour tout € > 0, il existe un ouvert V tel que K1 U K3 C V et
m* (V) < m*(K1UK3)+¢/3. Ll existe de plus f1 < Q1NV et fo < QaNV telles
que:

m*(ﬂl n V) < L(fl) + 2’;‘/3 et m*(Qg n V) < L(fg) + 5/3.

Donc

m* (K1) +m" (K2) <m* (U NV)+m* (Q2nV)

<L(f1)+§+L(f2)+§ZL(f1+f2)+2*3€'

Comme f; + fo <V (car Q3 NQy =), on a:
L(f1+ f2) <m*(V) <m* (K1 UKy) + % :
Finalement :
m* (K1) + m*(K2) < m* (K1 UKs) +¢;

d’ott m* (K1) + m*(K3) < m*(K1 U K>), puisque £ > 0 était arbitraire, et il y a
I’égalité, puisque > provient de la sous o-additivité. O



Proposition 12 Si les A,, sont quasi-mesurables, n > 1, et sont deuz-a-deux

disjoints, alors A = |J A, est quasi-mesurable, et:
n>1

m*( U An) = iom*(An)

nz1

Preuve. S’il existe un n > 1 tel que m*(A,) = 400, c’est évident (les deux
cOtés valent +00). On suppose donc m*(A,;,) < oo pour tout n > 1.
Soit € > 0. Il existe des compacts H,, C A,, tels que:

g

Posons K,, = Hy U---U H,, ; c’est un compact contenu dans A, et :

m*(A,) < m*(H,) +

m*(A) =z m*(K,) = Zm* (Hg) car Aq,..., A, étant deux-a-deux
k=1

disjoints, Hy, ..., H, le sont aussi

> Zm*(Ak) — €.
k=1

+oo

Il en résulte que m*(A) = > m*(Ag), et donc que l'on a Pégalité puisque <
k=1

est toujours vrai, par sous o-additivité.

De plus, si I’'on pose:
S = sup{m*(K); Kcompact et K C A},
on a:

S=m"(K,) > Zm*(Ak) —€;
k=1

donc S = m*(A), puisque € > 0 est arbitraire. Il en résulte que S = m*(A) et
A est quasi-mesurable. O

Corollaire 13 Soit A une partie quasi-mesurable telle que m*(A) < 4+o00. Alors
pour tout € > 0, il existe un compact K et un ouvert ) tels que K C A CQ et
m*(Q\ K) <e.
Preuve. Par définition de m* et des parties quasi-mesurables, pour tout € > 0,
il existe un compact K et un ouvert Q tels que K C A C Q et
€ €
m*(Q) — 3 <m*(A) <m*(K) + 3

Comme Q \ K est un ouvert, il est quasi-mesurable. De plus, il est disjoint du
compact K, qui est quasi-mesurable. La Proposition 12 donne:

m*(K) +m"(Q\ K) = m™(Q) <m*(K) +¢;

d’ou le résultat, en simplifiant par m*(K) < +o0. O



Corollaire 14 Si A, B sont deux parties quasi-mesurables telles que m*(A) <
+o0o et m*(B) < +00, alors l’ensemble A\ B = AN B° est quasi-mesurable.

Preuve. Soit ¢ > 0. Le Corollaire 13 donne des compacts K; et Ky et des
ouverts € et Qo tels que K1 CAC Qq, Ko C BC Qs et

m*(Ql\Kl)gs, m*(QQ\KQ)SE

Comme

A\BC O\ K2 C (1 \ K1) U (K1 \Q2) U(Q2\ Ka),

on obtient :
m*(A\ B) <e+m*(K;\ Q) +e.

Comme K7 \ 23 est un compact contenu dans A \ B, cela donne le résultat. [

Corollaire 15 Si A, B sont deux parties quasi-mesurables telles que m*(A) <
+oo et m*(B) < 400, alors AU B et AN B sont quasi-mesurables.

Preuve. a) A\ B € 2.4 par le Corollaire 14; comme A et A\ B sont disjoints,
la Proposition 12 donne AUB =AU (A\ B) € 24 .

b) On a A\ B € 24 et m*(A\ B) < m*(A) < 4o00; donc ANB =
A\ (A\ B) € 24 par le Corollaire 14. O

3.4 Etape 4.

Définition 16 On dit que A C X est mesurable si, pour tout compact K C X,
ona ANK e 24.
On note M ’ensemble des parties mesurables.

Proposition 17 .# est une tribu de parties de X et elle contient la tribu boré-
lienne PBor(X).

Preuve. 1) a) Il est clair que ) € .Z.

b) Si A € ., alors, pour tout compact K, on am*(ANK) < m*(K) < +oc.
Comme K € 2.4, le Corollaire 14 dit que A°NK = K\ (ANK) € 2.4 ; donc
ACe .

c)Soit A, e #,n>1,et A= |J A,. Pour tout compact K, posons:

n>1

B1:A10K, Bn+1:(An+1ﬂK)\(BluUBn),W,}l

Alors B, € 2.4, par les Corollaire 14 et Corollaire 15; et les B,,, n > 1, sont
deux-a-deux disjoints. La Proposition 12 nous dit que ANK = |J B, € 24 .

n>1
Ainsi A e A .
2) Pour tout fermé F' et tout compact K, FNK est compact et donc FNK €
Q4. Donc F € M et, par conséquent, Bor(X) C .4, puisque .# est une
tribu. 0

Proposition 18 m = m*| 4 est une mesure positive sur (X, . #).

Preuve. Cela résulte de la Proposition 12. U



3.5 Etape 5.
Proposition 19 L(f) = [, fdm, Yfe Z(X).

Preuve. 1l suffit de montrer:
L(f) </ fdm, ¥fe#(X);
X

en effet, on aura I'inégalité inverse en remplacant f par (—f).
Soit K = supp (f) et choisissons a,b € R, avec b > 0, tels que f(K) Cla,b].
Soit € > 0 et soit :

yO:a<y1<"'<yn<yn+1:b

une subdivision de [a, b] de pas inférieur ou égal & €: 0 < yry1 — Y < € pour
0<k<n.
Définissons :

Ay ={yp1 < f<u}nNK, 1<k<n+1.

Les Ay sont des boréliens (car f est continue) deux-a-deux disjoints ; donc:

Pour tout k, soit 2 un ouvert tel que A, C Q et

e
n+1

Posons :
Vi :Qkﬂ{f<yk+s};

c’est un ouvert et Ax C Vi ; de plus:

€
m(Vy) <m(Qr) <m(A .
(k)\ (k)\ (k)+n+1
Comme K C VjU---UV,, 41, il existe une partition de I'unité de K subordon-
née au recouvrement (Vi)1<k<n+1, ¢'est-a-dire des fonctions hq, ..., h, € Z(X)
telles que:
n+1

he < Vi, 1<k<n+1, etK<th.
k=1

On a alors:
n+1
a) m(K) < L( > hk) (par le Lemme 10) ;
k=1

n+1

b) f= 2> hf;
k=1

10



) hf < (yx +€)he pour 1 <k <n+1;
d) yr —e < f(z) pour tout = € Ay.
Par conséquent :

n+1 n+1
L(f) = Lhif) < Y (ux +&)L(hx)

k= k=
n—&j ' n+1

=Y (lal +yx +&)L(h) = la Y L(hy)
1

<Y (lal +yk + e)m(Vi) — alm(K)
k=1

(car [a| +yi +e > 0)

n+1

< (Jal+ v+ 9) [m(A) + —=] = lalm(K)
k=1
n+1 c n+1
D e+ eymAn) + == > (lal+y +2)
k=1 k=1
n+1

< (ke — e)m(Ax) + 2em(K) +e(la] + b+ ¢)
k=1

n+1
< fLa, dm| +e2m(K) + |a| +b+¢]
> [ [ rtnnl

_ / Fdm+ e2m(K) + |a| + b+,
X
ce qui donne le résultat, puisque € > 0 est arbitraire. O

3.6 Fin de la preuve.

Il ne reste plus qu’a voir que les propriétés @), @ @, @ @ et @ sont bien
vérifiées. Mais @et @) @ont été vus dans la Proposition 9, @)(b)dans le Corollaire
13 de la Proposition 12, et @) résulte de la définition de m*.

Cela achéve la preuve du Théoréme de representation de Riesz. O

4 Annexe: Preuve du Théoréme d’Urysohn.

Notons QN [0,1] ={r,; n> 1}, avecr; =0 et 7o = 1.
La Proposition 1 permet de trouver un ouvert relativement compact Vj tel
que:
K g Vb g VO g Qa
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puis un autre ouvert relativement compact Vi tel que:
Vocvicvico.

Pour n > 2, supposons que 'on ait déja construit des ouverts relativement
compacts V,,,..., V. tels que, pour r; < ry, on ait:

KcV, cV, CV, CcV, cq.
Notons:

Ting =max{r;; 1<j<netry <rpii}
1<j<netr;>rpp}.

Tsup = min {r; ;
La Proposition 1 permet & nouveau de trouver un ouvert relativement compact
V, tel que:

Tn+1

v

Tinf

cV

n+l1 = VTsup"®

cV

rois € Vi
Par cette récurrence, un obtient une famille (V;.),eqn[o,1] d’ouverts relative-
ment compacts tels que:

(*) 0<r<s<l = KCVWCWCV,CV,CV,CV,CVicV,CcQ
Définissons g: X — [0,1] par g(z) = 1si z ¢ V; et, pour x € Vi :
g(z) =inf{r e QN[0,1]; = €V, }.

Il est clair que g(z) = 0si x € K (car K C V}), de sorte que si I’on montre
que g est continue, la fonction f = I — g aura les propriétés requises: f sera
continue, f(z) = 1six € K, et supp (f) C V; sera compact.

Fixons-nous zy € X, et supposons 0 < g(zg) < 1 (les cas g(zp) = 0 et
g(zo) = 1 ne demandant que des modifications d’écriture). Pour tout ¢ > 0,
choisissons r,s € Q tels que 0 < s —r < e et:

0<r<g(zy) <s<l.

Alors, par définition de g et en vertu des inclusions (x), on a zg € V; et zo ¢ V,
(sinon, on aurait xy € Vv pour r < 1/, et ce n’est pas possible pour ' <

g(wo)). Ainsi I'ouvert Vs N (V)¢ contient zo et I'on a r < g(x) < s (et donc
lg(x) — g(zo)| < €) pour tout = € Vy N (V). O
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