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INTEGRATION
Controle Continu 2 du 24 Avril

Un exercice tombera a ’épreuve de controle continu.

Exercice 1.

n

Calculer lim (1 - x) sin(x) dx

n—-+0oo n

Exercice 2.

Soit E un compact de la droite réelle. On note comme d’habitude A la mesure de Lebesgue
sur R. On suppose que A\(E) = 0. On fixe € > 0.
1)a) Montrer que E = (] (E+] — 1/n,1/n]).
n>1

b) En déduire qu’il existe a > 0 tel que AM(E+] — a, af) < e/2.

2) En déduire qu'il existe des intervalles ouverts disjoints I; (pour s décrivant un ensemble
S) tel que E C | J I et AM(Uses L) < e/2.

ses
Indication. On pourra utiliser un argument de connexité.

3) Montrer que S est fini ou dénombrable.

Indication. On pourra montrer que Sy, = {s € S| A\(Is) > 1/k} est fini.

4) En déduire qu’il existe des intervalles I7, ..., I} ouverts disjoints tels que
Ec U I et YA <e
1<i<N 1<i<N

Exercice 3.

+o0o
Pour p €]0, 1], on pose F(p) = /

Pl

dz.

z+1

1) Montrer que F'(p) est bien définie pour tout p €]0,1[ et que F(p) = F(1 — p).
2) Montrer que F': p €]0, 1[—— F(p) est continue. Etudier le comportement en 0 et 1.
3) Montrer que F est C* sur |0, 1[. Que vaut F” ?

. : L 1 = (=1)"
4) Sans utiliser la question précédente, montrer que F(p) = = —2p» (=1) - Indication:
on pourra se ramener a une intégrale sur [0,1] et faire un dvpt en série entiére.

Exercice 4.

On rappelle que /62 d\ = /T avec e,(t) = e (ol p > 0). La mesure de Lebesgue sur R"

R
est notée \,,.

1) Calculer explicitement / €90 Ny d)\, ot No(X) est la norme euclidienne d’un vecteur
]Rn

X de R™.



2)a) Etablir que pour toute fonction continue positive f sur R", on a

+o0

/61 o f d\, = / e A({z € R?| f(z) < 1)) dt

En
Indication. On remarquera que e ¢ = /oo et dt.
3) En déduire le volume de la boule unité de R™, i.e. A\, ({x € R"| Ny(z) < 1}).
Exercice hors C.C. Pour s’entrainer...

Il s’agit de démontrer qu'une fonction mesurable bornée f, définie sur un segment [a, b] est
Riemann intégrable si et seulement 1’ensemble de ses points de discontinuité est de mesure nulle
(relativement a \).

On notera wy(x) = inf { sgpf — ir‘}fﬂ V' est un voisinage de = dans [a, b]} et, pour € > 0,

E. ={x € [a,b]| ws(x) > e}. L’ensemble des points de discontinuité de f sera noté Dy.

Partie I
1) Montrer que ws(x) = 0 si et seulement si f est continue au point .

2) Montrer que Dy = U Eip.
n>1
3) Montrer que pour tout € > 0, E. est fermé dans [a, ).
Partie IT] On suppose dans cette partie que f est Riemann intégrable sur [a,b]. On fixe ¢ > 0
et h > 0.
1) Justifier qu'il existe sg < ... < syi1 avec sg = a et sy = b tels que

N
Z(sj+1 — sj)( sup f— inf f) < eh.
§=0 [s5,85+1] [35:8541
On note J = {0 < j < N| E, N [s4,8j11] # 0}.
2) Montrer que » (sj41 — s;) < € et en déduire que A(E}) < e.
jed
3) Conclure.

Partie I1I] On suppose dans cette partie que ’ensemble des points de discontinuité de f est de
mesure nulle. On fixe € > 0.

1) Que vaut A(E.) ? (Justifier !)

En appliquant le résultat de 1’exercice 2, on obtient une famille d’intervalles ouverts disjoints
I,..., Iy tels que E. € | J Il et > X)) < e Enfin, il existe une famille d’intervalles
1<i<N 1<i<N
fermés disjoints T, ..., Tr tels que [a,b] \ E- = |J T,
1<r<R

2) Justifier que pour tout 1 <r < R et tout x € T,, il existe a,, > 0 tel que

sup f— inf f<e
|Jx—ag,xtag] lz—og x4y
3) En déduire que, pour tout 1 < r < R, il existe une subdivision ¥, = {co,...,¢p. 11} de

T, que
Pr

S(erpr—c)( sup f— inf f) <eA(T).

k=0 lew,crgal Jer e

4) Conclure en montrant qu'’il existe une subdivision ¥ de [a, b] telle que

Su(f) = s2(f) < (2 lloe + (b = ).



