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Généralités.

La Théorie des Probabilités a été formalisée par Kolmogorov en 1933, en se
basant sur la Théorie de la mesure.

1.1

Espace de probabilité.

Définition 1 Une probabilité (ou mesure de probabilité) sur un espace mesu-
rable (2, .A) est une mesure positive P telle que |P(Q) =11.

Le triplet (2, A, P) s’appelle espace de probabilité.

Pour des raisons historiques, on a une terminologie spécifique :

une partie mesurable A € A s’appelle un événement ;

un point w € €2 s’appelle une observation, ou une expérience ;
Quand w € A, on dit que w est une réalisation de 'événement A, ou que
I'événement A est réalisé par w;

0 est 1’ événement impossible et ) est I’ événement certain.

Si A,B € A, et , on dit que l’événement A implique I’événement
B

AU B est appelé I'événement A ou B
AN B est appelé ’'événement A et B.

Si A, € A, n>1, alors:

—wEe Un21 A, si l'un au moins des événements A,, est réalisé par w;

—wE ﬂn>1 A, si tous les événements A,, sont réalisés par w.

Si A est un événement on dit que:



1.2

— A est presque impossible si P(A) = 0;

— A est presque certain ou presque sar si P(A) = 1.

Le terme “presque partout” (pour la mesure P) est traduit par expression
presque stirement, abrégé souvent en p.s..

Variables aléatoires.

On utilisera la convention suivante :

Convention. Pour d = 1, on convient que R? désigne R.

. . c 1a —d
Il sera aussi commode de convenir que R? peut aussi désigner R

Définition 2 On apppelle variable aléatoire (en abrégé : v.a.) toute application
mesurable X : Q — R%.

Pour d =1, on dit variable aléatoire réelle (v.a.r.); pour d > 2, on dit aussi
vecteur aléatoire.

L’usage est de noter les variables aléatoires avec des majuscules.

Terminologie. Soit X une v.a.r..

e si X € £27(0,A,P), 1 <p < oo, on dit que X a un moment d’ordre p. Le

moment absolu d’ordre p est alors fQ | X |P dP, et lorsque p est entier ou X
est positive, le moment d’ordre p est [, X? dP.
Rappelons que, puisque P(Q2) =1, on a:

LP(Q, A, P) C .21, A,P).

Si X € 240, A,P), I'intégrale de X est appelée I’espérance de X (ou
aussi moyenne de X); on note:

IE(X):/QXd]P’:/QX(w)dIP’(w)

C’est le moment d’ordre 1. Si X € £P(Q, A, P), le moment absolu d’ordre
p est donc exp(| X |P) ; lorsqu’il est défini, le moment d’ordre p est E (XP).

Lorsque X € .Z2(Q, A,P), on définit la variance de X par:

Var (X) =E[(X —E(X))?] |,

ot X —E(X) est mis pour X — E(X)I. C’est un nombre > 0. On le
calcule par la formule suivante.

Proposition 3 | Var (X) = E(X?) — [E(X)]? |




Remarque. Si E (X) =0, alors Var (X) = E (X?): c’est le moment d’ordre 2.

Preuve. On a, en développant et en utilisant la linéarité de lespérance (=
lintégrale) :
E[(X —E(X))’] =E(X* - 2E(X) X - [E(X)]’T)
=E(X?) - 2E(X)E(X) - [E (X)]’E (1)
=E(X?) - [E(X)?,

car E(I) = [, TdP =P (Q) = 1. O

Remarque. Pour tout a €g: ’Var (aX) = a*Var (X) ‘

o L’écart-type de X est:

ox = \/Var (X) |= |X — E(X) 1|,

1.3 Loi d’une variable aléatoire.

L’important lorsque l'on a une variable aléatoire est de savoir comment se
répartissent les valeurs X (w). Cette répartition est formalisée par la définition
fondamentale suivante :

Définition 4 On appelle loi de la variable aléatoire X (ou aussi distribution de
X ) la mesure-image de P par X.

On la note Px. On dit que X suit la loi Px, et l’on note .

Par définition, on a donc:

vB e Zor(RY) || Px(B) =P (X € B)]|,

ou P (X € B) est mis pour:

]P({w €Q: X(w) e B} =P[X (B \

C’est une mesure positive sur R?, et :
PR =P(X eR)=P(Q) =1;
c’est donc une probabilité sur R?.

On a vu comment intégrer par rapport a une mesure-image :



Théoréme 5 (Théoréme de transfert) Soit X: Q — R? une v.a.. Pour
toute fonction ¢: R — R borélienne positive, ou qui est Px -intégrable, on a:

/w@ﬂ%@Z/wW@MWw
R4

Q

Cette formule est d’une importance capitale car elle permet de calculer les
intégrales des fonctions de X en ne connaissant que la loi de X ; on peut donc
trés souvent “oublier” 'espace abstrait (€2, 4,P) et I'on ne travaille plus que sur
R? muni de la loi de probabilité (mesure positive) Px.

Notons que, lorsque ¢ o X € .Z1(P), on a noté:

Aﬂmemw=EWoﬂ~

; on a donc:

On note | E[p(X)] = E (¢ 0 X)

Ewmna/wmwu>

R4

En particulier, si X est une v.a.r., X a un moment d’ordre p si et seulement si:

/ |z|P dP (z) < 400,
R

et:

e pour p=1: IE(X):/RdeP’(x)

e pour p =2: E(Xz):/xngP’(x) .
R

Remarque. On peut montrer que pour toute mesure de probabilité @ sur R
(ou sur R?), il existe une v.a.r. X: Q — R telle que Px = Q.

Parmi toutes les lois de probabilité sur R, on en distingue deuz classes par-
ticuliéres :

(D Celles qui sont discrétes: elles s’écrivent :

00
IP>X = E Cnéan
n=1




ol J,, est la mesure de Dirac en a, € R et ¢, > 0, Zf’:l ¢, = 1.

On dit alors que la v.a.r. est discréte.

Cela signifie que X prend (presque stirement) uniquement les valeurs a,, (et
seulement celles pour lesquelles ¢,, # 0), et que:

’P(X:an):cn ‘, VYn > 1.

Lorsque X a une telle loi, son espérance (lorsqu’elle existe) s’écrit :

E(X)= icnan = ianP(X:an) ;
n=1 n=1

et si X € £%(P):

E(X?) =Y a2P(X = a,)
n=1

@Les v.a.r. dont la loi posséde une densité (par rapport & la mesure de
Lebesgue) : il existe une fonction fx: R — R, mesurable positive telle que:

[Bx=JxA |

c’est-‘a~dire que pour tout borélien B C R, on a:

P (X € B) = Px(B) = [, fx(z)dz

On dit que la v.a.7. X est & densité.
Lorsque X € Z1(P), on a:

E(X)= /Rxfx(x)dx

et plus généralement si ¢: R — R est borélienne positive ou si p o X € Z1(P):

Ef(X)] = [ ¢(@)fx(o)do

R




1.4 Exemples usuels de lois.
a) Lois discrétes.

e La loi de Bernoulli, dite aussi “ loi du pile ou face” :

Px=(1-p)dp+pdo1, 0<IL

C’est la loi d’'une v.a.r. prenant p.s. les valeurs 0 et 1:

P(X=1)=p ; P(X=0)=1-p|

Exemple. On lance une piéce de monnaie; on définit la v.a.r. X par X =1
si on a “face” et X = 0 si on a “pile”. Si la piéce n’est pas truquée, on a:
P(X=0)=P(X=1)=1/2.

Pour une telle v.a.r. X, on a m; en effet :
EX)=(1-p)x0+px1=p.
Calculons la variance:
E(X?)=(1-p)x 0% +px1*=p;
donc

Var (X) = E(X?) - [E(X)]* =p—p® =p(1 - p).

e La loi bindmiale £(n.p).

On se donne un entier n > 1 et un nombre réel p tel que 0 < p < 1. On
dit que X suit la loi bindmiale %#(n,p) de paramétres n et p si X prend p.s. les
valeurs 0,1,2,...,n et que:

(P(X=k)=chpt(-p"* | 0<k<n

Notons que I'on a bien >_;_ P (X = k) = 1, par la formule du binome.

Exemple. Dans un jeu de 32 cartes, on tire n cartes. On définit X par:
X =k sion a tiré k coeurs.

La probabilité de tirer un ceur étant 1/4, on a:

rixn=ct (3) ()

On a |E (X) =np|; en effet,

E(X)=)Y kCkp"(1-p*,
k=0



et comme, pour k£ > 1, on a:

on obtient :

E (X) — Zn CS:% ppk—l (1 _ p)n—l—(k—l)
k=1

n—1
—np Y Chy P (1—p)" ' = np.
=0

De méme, on peut montrer que Var (X) = np(1 — p), mais on retrouvera ces
résultats plus tard, sans calculs.

e La loi de Poisson.

Une v.a.r. X suit la loi de Poisson Z?(\) de paramétre A > 0 (c’est la
notation habituelle, mais il faut faire attention a ne pas confondre ce nombre
positif A avec la mesure de Lebesgue!!!) si X prend p.s. les valeurs 0,1,2,3, ...
et que:

NG

P(X =k =T

ke N.

On a bien Y o (P(X =k)=1.
Cette loi apparait comme une approximation, plus facile & utiliser, de la loi
binomiale B (n,p), quand n est grand (et p petit). Plus précisément :

A

‘n

Proposition 6 Soit A > 0. Si la v.a.r. suit la loi %’(n
keN:

), alors, pour tout
k

A

n—-+0o0 k!

Preuve. Pour n > k:

P(X”:k):n(nfl)...(nfk:Jrl)(/\)k(l_i)n_k

k! n n
_ n—k
B (=B (-5 w02
njm%xlx/\kxe_’\. |

E (X —Eook*AAk—E ANMTA
(X)=2 ke qr=2 gy =N
k=0 k=1



et | Var (X) = A |; en effet, en écrivant k2 = k(k — 1) + k, on obtient :

> k
E(X?) =) ¥ e*A%
k=0 ’
o] )\k-_Q oo /\k—l
_ -2\ 2 —-A
P OLRE S ey D SLR Yy
k=2 k=1
=N+ )\;

d’otut:
Var (X) =E(X?) - [E(X))> =\

b) Lois a densité.

e La loi uniforme sur un intervalle [a, b].

Sa densité est:

1

Ix(z) = H]IW ()

Cela signifie que pour tout borélien B C R:

P(X € B) = %)\(B A [, ).

En particulier, X prend presque siirement ses valeurs dans [a, b], et si B est un
borélien contenu dans [a, b], alors

P(X € B) = 2(_3()1

est proportionnelle & la mesure de B: la v.a.r. X modélise le fait de “choisir
un point au hasard” dans [a,b].

Pour une telle v.a.7., on a P (Q) = 0: cela signifie qu’obtenir un rationnel en
choisissant au hasard un nombre dans [a, b] est un événement presque impossible
(mais pas impossible).

On a|E (X) = %2 | (le milieu de [a, b]):

2

E(X):/Rxfx(ac)dx:— rdr = 5

b—a /, b—a

1 b 1 [J:Q}b_b—i—a

a

e La loi exponentielle &()), de paramétre A > 0.

(La aussi, ne pas confondre le parameétre A > 0 avec la mesure de Lebesgue!)
Sa densité est:

fx(z) =Xe I,




(on note habituellement T,~¢ = Tjo 4oof(x)). On a bien [ fx(x)dx = 1. Pour
tout borélien B C R, on a:

IP’(XGB):/ Ae A dr.
BNJ0,+o00[

En particulier, X est p.s.. & valeurs positives.
Calculons l'espérance et la variance. On a, dune part:

IE(X):/ x)\e_’\xda;:[—xe_m} +/ e My ==
0 0 0 A
et, d’autre part :
+o00 +oo +o00 9
E(Xz):/ 22 e M dr = [erM} +2/ re Mdr ==,
0 0 0
d’ou:

Var (X) = % - (1)2 1

e La loi normale ou loi gaussienne .4 (m,c?) de paramétres m et o>
(meR, o >0).

Sa densité est:

L a(my
o2

fX(x) = Vm,d(x) =

Rappel. On a vu que:

2 +OO_2
e ™ du =2 e " du =1,
R 0

—-m .

on a donc, en posant u = £=
/*ymy,,(x) dx =1.
R

On dit que la loi A47(0,1) de paramétres 0 et 1 est la loi normale centrée
réduite ; sa densité est:

Proposition 7 Si X ~ A (m,0?), alors Xo = 2= ~ 4(0,1).
Réciproquement, si Xo ~ A (0,1), alors X = 0 Xg+m ~ A (m,c?).
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Preuve. Posons ¢(x) = £=™. Pour tout borélien B C R, on a:

Pox (X) € B) IP’X( (B))

IP’
/ —%(z;m) dr = / Le—g/? de;
p—1(B) O V2T E=p(z) Jp V21 '

donc p(X) = £ ~ 4(0,1).
La réciproque se montre de la méme fagon. O

Proposition 8 9i X ~ 4 (m,0?), alors:

B =m] @ [vaen=c]

Preuve. 1) Si Xy ~ .47(0,1), alors:

1 2
E(Xy)= [ x e ¥/ 2dy =0
(o) = [

(car on intégre sur R une fonction impaire). Alors:
Var (Xo) = E(X32) = / ? . e /2 dy
0 A o
. 712/2 dx
= [ z(ze
[ ot 2

1 2 22 dCU
e /2 /2 Y = 1.
V2T { e } /
(0

2) Si X ~ A (m,0?), alors Xg = =" ~ #7(0,1); on a 0 = E(X)
L(E(X)-m), doncE (X) = m,etl—Var 0) = 1Valr(X m) = 2 Var (X
d’ou Var (X) = o2,

D\-/ |

2 Indépendance.

C’est la notion d’indépendance qui fait de la Théorie des Probabilités autre
chose qu’une simple traduction de la Théorie de la mesure.
2.1 Evénements indépendants.

Définition 9 On dit que deux événements A et B sont indépendants (et l’on
note A Il B) si

[P(ANB)=P(A)P(B)].

L’exemple suivant est fondamental, en ce sens qu’il décrit la situation
générique: on peut toujours se ramener & ce cas, dans lequel (Q,P) est un
espace mesuré produit.

10



Exemple. Soit Q = [0,1] x [0,1], A sa tribu borélienne et P la mesure de
Lebesgue Ao = A ® A.
Soit S7 et Sz deux borélien de [0,1] et:

A251X[O,1], B:[O,l}XSQ

(le point essentiel est que A ne dépend que de la premiére variable tan-
dis que B ne dépend que de la deuxiéme variable). Alors A et B sont
indépendants :

P(ANB) = A(AN B)
=[22(81 % 8) =A@ A(S1 x S)]
= Xa(81 % [0,1)) A2([0, 1] x o) = P (A) P(B).

Pour plus de deux événements, la définition est un peu plus compliquée.

Définition 10 On dit que n événements Aq,..., A, sont indépendants si:
P(N4) =TI
jeJ jeJ

pour tout ensemble d’indices J C {1,2,...,n}.

C’est plus fort que de dire qu’ils sont deux-a-deux indépendants (qui cor-
respond au cas ol J est un ensemble de deux indices). De plus, Ag,,..., Ak,
sont indépendants quel que soit le choix des entiers distincts kq,..., k. dans

{1,...,n}.
2.2 Variables aléatoires indépendantes.

Définition 11 On dit que n v.a.r. X1,..., X, sont indépendantes si quels que
soit les boréliens By, ..., B, de R, les événements :

(Xl S 31)7. ey (Xn € Bn)
sont indépendants.

Si X et Y sont indépendantes, on note X 1L Y.

Par définition, X1,...,X,, sont indépendantes si et seulement si pour tous
boréliens By, ..., By, on a, pour toute partie J C {1,2,...,n}:

P(((X;€By) =[[P(X;€ B
JjeJ jeJ
Mais cela équivaut a dire que, pour tous boréliens By,..., By, on a:

n

() P(ﬂ(xj ij)) - ﬁP(Xj € B)).

Jj=1 Jj=1

11



En effet, 'indépendance entraine (I): il suffit de prendre J = {1,2,...,n};
mais inversement, si I'on a (1), alors, pour toute partie J de {1,2,...,n}, on a,
en posant B} = B; si j € J et B; =R pour j € {1,2,...,n}\ J:

PN € By) =2 (X € B))

jeJ j=1
=[P, eB) =[P, € By,
j=1 jeu

car, pour j ¢ J, P(X; € Bj) =P (X; €R) =
Mais, par définition, d’une part :

N
.
N
3

P(X; € Bj) =Px,(B;), 1
et, d’autre part :
n
(ﬂ (X, € B)) ) P((X1,...,Xn) € By x -+ x By)

donc (I) équivaut a:

Pixy,...x)(Byx - x By) = [[P(X; € B;)

Jj=1

Mais on sait que la mesure-produit Py, ® --- ® Px, est la seule mesure

donnant la valeur :
n

I[P ;e B))

=1
pour By X -+ X B,.

On a donc obtenu:

Théoréme 12 Les v.a.r. Xy,...,X, sont indépendantes si et seulement
si la loi Pix,, . x,) du vecteur aléatoire (Xi,...,Xy) est égale au produit
Px, ® - ®Px, deslois Px,,...,Px, deslois de X;,...,X,.

En particulier, deux v.a.r. X et Y sont indépendantes si et seulement si
Pix,y) =Px ®Py.

Pour savoir si des v.a.r. Xi,...,X, sont indépendantes, on a besoin de
connaitre la loi du vecteur aléatoire (Xi,...,X,). Cette loi s’appelle

12



la loi conjointe des v.a.r. Xi,...,X,. Les lois Px,,...,Px, s’appellent les
lois marginales du vecteur aléatoire (X7, ..., X,).

Les lois marginales ne suffisent pas pour connaitre la loi conjointe.
Par contre, & partir de la loi conjointe, on peut trouver les lois marginales.
Par exemple:

Px, :]P(Xl € Bl) :P(Xl € B, X; Eﬁ,j > 2)
=Px,,..x,)(B1 xRx---xR).

Exemple. supposons que X et Y sont deux wv.a.r. discrétes et que ’on con-
naisse :

Pixy)({d,k}) =P(X =4,Y =k) =a;p, 1<j<rl<k<s
Alors:
Px({j}) =P(X=j)=P(X =4Y =1,2,...,3)

= ZIP’(X =4Y =k) (les événements sont deux-a-deux
k=1

disjoints)
= Zajyk = b]’
k=1
et .
Py({(F) =P(Y =k) =) P(X=jY =k =) ajr=cp.
j=1

by | ba | b3 | by | bs | bg Y
a1,1 | a21 | a31 | G41 | A5,1 | G6,1 | C1
12 | A22 | A32 | G42 | A52 | G2 | C2
ai,3 | a23 | G333 | @43 | A53 | G463 | C3
A14 | A24 | A3 4 | Q44 | A54 | Q64 | C4

Les lois de X de de Y se lisent dans les marges, ce qui explique le nom de lois
marginales.

Proposition 13 Si la loi du couple (X,Y’) posséde une densité f(x,yy, par
rapport & la mesure de Lebesgue Ao, alors les lois marginales ont des densités
données par:

Fxlw) = /R Foxy (@ y) dy

fr(y) = /R Sy (@, y) de.

De plus, X et'Y sont inépendantes si et seulement si:

foxwny(@,y) = fx (@) fy(y)

pour presque tous (z,y) € R2.

13



Preuve. 1) Pour tout borélien B, on a:

Px(B) = Px,y)(B xR) = foxvy(@,y) dedy
BXxR

= / [/f(x,y)(%y)dy] da::/ fx(x)dx;
Fubini-Tonelli B R B

donc Px = fx .\
De méme Py = fy ..
2) Comme:

(Bx @ By)(By x By) =Px(B) By (By) = (| fx(wdr) ([ sr(w)y)

_ / fx (@) fy () dady,
By x B>

Fubini-Tonelli
la mesure-produit Px ® Py a pour densité:

(z,y) — fx(z) fy(y).

Mais X 1 Y si et seulement si P(xy) = Px @ Py ; par conséquent, X 1l Y si
et seulement si f(x yy(z,y) = fx(z) fy (y) pour presque tous (z,y) € R*. O

Exemple.

2.3 Propriétés des v.a.r. indépendantes.

Théoréme 14 Soit X1,...,X,: Q@ — R des v.a.r. indépendantes. Alors,
quelles que soient les fonctions mesurables fi1,..., fn: R = R, les v.a.r.

[i(Xa), - fa(Xn)
sont indépendantes.
Preuve. Pour tous boréliens By, ..., B, C R, les parties
(B, £ N (B)
sont boréliennes ; donc les événements
(X)) (B = XA B] - [FalXa)] T (Bu) = X F (B)
sont indépendants. O

Exemple. Si X et Y sont indépendantes, alors X2 est indépendante de eY .

On peut généraliser un peu.

14



Théoréme 15 Soit X1,...,X,: Q@ = R n v.a.r. indépendantes et 1 < k < n.
Soit f: RF = R et g: R"* — R deux applications mesurables. Alors :

Y:f(Xl,...,Xk) et Z:g(Xk+1,...,Xn)
sont indépendantes.

Preuve. Soit By € Bor(R¥) et By € Bor(R"*). Alors By x By € Bor(R"),
et:
Piyv,z)(B1 x B2) =P ((X1,...,Xy) € f7HB1), (Xit1,---, Xn) € g7 (B2))
=P ((X1,..., X0, Xpt1,..., Xp) € fF1(B1) x g7 (Bo))
=Pix,,..x,) ([ (B1) x g~ (B2))
=Px, ® - @Px, (f1(B1) x g (B2))
=[(Px,® - ®Px,)® (Px,,, ® - @Px,)] (ffl(Bl) X gil(BQ))
=(Px, ® @ Px,)(f71(B) Px,p, ® - ®Px,)(97 (B2))

(on a utilisé le fait que si Xi,...,X,, sont indépendantes, alors
Xq,..., X, sont indépendantes et Xyy1,...,X, sont indépen-
dantes

=P (f(Xl, L XE) € Bl)) P (g(XkH, LX) € Bg))

=Py (B1) Pz(Bs). |

Exemple. Si X, X5, X3, X, sont indépendantes, alors Y = X; + X3 est in-
dépendante de Z = X3X,4 (noter que I'indépendance ne dépend pas de l'ordre
dans lequel on écrit les v.a.7.; on applique donc le théréme en utilisant 1’indé-
pendance de X7, X3, X5, X4).

Théoréme 16 Si Xq,...,X,: Q2 — R sont des v.a.r. indépendantes et inté-
grables, alors le produit X1 Xs - -+ X, est intégrable et :

[E(X1X5- - X,) =E(X1)E(X5) - E(X,) |.

Preuve. Comme X; 1 (X3---X,), il suffit de le faire pour n = 2, puis de
raisonner par récurrence.

Considérons les deux v.a.r. X,Y: Q — R indépendantes et intégrables; on
a:

E(XY]) = / oyl dPix v (2, y) = / 29| d(Px & Py)(z,1)
Rz J.L R2

- ,(/x|dPX<x>) (/|y|dpy<y>) < +o0;
Fubini-Tonelli R ]R

donc XY € £1(Q,P).

15



Maintenant :

B(XY) = [ aydPicy (@) 7 [ oyd®x o By)(a)
R2 R2

= < /R deP’X(x)) ( /R ydIP’y(y)>

=E(X)E(Y)

(notons que l'on a pu utiliser le Théoréme de Fubini car on vient de voir que
fR2 |xy| dP(X,Y) (.13, y) < +OO) U

2.4 Somme de v.a.r. indépendantes.

Théoréme 17 Si Xq,...,X,: @ — R sont des v.a.r. indépendantes, de
carré intégrable, alors :

| Var(Xy+ -+ X,,) = Var (X) + -+ + Var (X,)) |.

Preuve. Comme X; 1l (X5 + --- 4+ X,,),, il suffit de montrer que pour deux
v.a.r. indépendantes X,Y € £%(Q,P), on a:

Var (X +Y) = Var (X) + Var (Y),

puis de raisonner par récurrence.
Mais :

E(X+Y)*) =E(X*+2XY +Y?) =E(X?) +2E(XY)+E(Y?)
=E (XH +2E(X)E(Y) +E(Y?);

donc:
Var (X +Y) =E (X +Y)?) - [E(X +Y)]?
— E(X?) 4+ 2B (X)E(Y) +E(Y?) - [E(X) + E(Y)]*
= E(X?) +2E(X)E(Y) +E(Y?) - [(E(X))*
+2E(X)E(Y) + (E(Y))?]

= Var (X)) + Var (Y). O
Pour voir comment appliquer cela, nous allons prouver :

Théoréme 18 Soit X4,..., X, n v.a.r. indépendantes suivant la loi de Ber-
noulli de parametre p :

P(Xpy=1)=p ; P(Xp=0)=1-p.

Alors Sy, = X1+ -+ -+ X, suit la loi binomiale B(n,p) de paramétres n et p.

16



Preuve. Il est clair que les valeurs prises par S, sont 0,1,2,...,n.
Pour 0 < k < n, S,, = k si et seulement si k des n v.a.r. X1,...,X,, prennent
la valeur 1 et les autres la valeur 0. Si J C {1,...,n} et card (J) =k, on a:

P(X;=1,¥j€Jet X; =0,V ¢.J)
jHP(Xj =) x [[P(X; =0)=p"(1—p)" "

jeJ j¢J
Comme il y a C¥ choix possibles de k v.a.r. parmi les n v.a.r. Xi,...,X,, on
a:
P(S, =k)=CFp*(1-p)"". O

Corollaire 19 Si Y ~ Z(n,p), alors E(Y) =np et Var (Y) = np (1 — p).
Preuve. Y a la méme loi que S,, ; donc:
E(Y)=E(S)) =E(X1) 4+ +E(Xn) =np

et:
Var (Y) = Var (S,,).

Mais, grace a I'indépendance de Xq,..., X, :
Var (S,,) = Var (X1) +--- + Var (X,,) = np (1 — p),
puisque l'on a vu que Var (X;) = p(1 — p) pour tout j. O

Théoréme 20 Soit X et Y: Q — R deux v.a.r. ayant une densité fx = f et

gy =g-
51 X etY sont indépendantes, alors la loi conjointe du couple P(x yy possede
la densité :

f®@g: (z,y) — f(z)g(y)

et lav.a.r. S =X +Y posséde la densité f g définie, pour presque tout x € R,
par:

(Fea)a) = [ fla=t)g(t)
Preuve. 1) Par indépendance, pour tout borélien B € %Bor(R?), on a:

Pxy)(B) = (Px ® Py)(B) = /IR? Is(z,y) d(Px @ Py)(z,v)
Fubini.:Tonem/R |:/]R Ip ($7y) d]P)X(x):| dPy(y)

-/ { [ tate 1@ dx} 9() dy
_ / Tn(w,9) /(@) g(y) dudy.

Fubini-Tonelli
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2) Soit h: R — R, une fonction mesurable positive; on a:
B = [ b+ 9) dB (@)

— / Wz +y) £(x) g(y) dudy

)

o [0 5008 st
= / [ ) 1= ] sty ay
e e s
- / hw) (f  g)(u) du

En particulier, pour h = Iz, on a:

Ps(B) = E[15(5)] = /B (f * g)(w) du,

et donc S a la densité f xg. O

Comme corollaire, on obtient :

Théoréme 21 Si X1 ~ A (my,0?) et Xo ~ N (mg,03) sont deux v.a.r.
gaussiennes indépendantes, alors X1 + Xo est encore gaussienne et, plus
précisément : X1 + Xo ~ AN (my + ma, 0% + 03).

Preuve. X; et X5 ont respectivement les densités:

i)
g(z) = smex p[ (Ig’z’”)]

D’aprés le théoréme précédent, X; + X5 a la densité f * g. Calculons-la.

(f *9)a /fx—t

/Ralmexp[_;<x—z;1—m1)2}02\1/%exp{_1(t—m2)2} i

1 ot 2 _ 2
_ /(x t ml) +(t mg) }dt.
2no102 Jr o1 02

~

—~

&
|

Posons:
u =t—mso
v =z — (m1+ ms);
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alors:

(x—t—m1)2+(t—m2)2
g1 g9

() + ()

o3v? — 203uv + (03 + 03)u?

otos
1 o2 2
= —— (U%+J§)(u—72 2 21})
0105 o] + 05
4
o
) 2 3 v? + agvﬂ
o] + 035
o2+ 03 o3 2 v?
= U= 3 2 2 2
2 2
0103 o1 + 03 o1 + 03
Donc:
»2 o 2
1 _%02 ) o (“_02f02)
(/ +g)() = S I A L
2mwo109 R
1 -1 2v2 1,2 0102
_ 02402 —sw
e itog e 2 dw
2mo109 R o2+ 03
1 _1_ 2% L2
= ¢ ‘oitd [ 72V qu
2m\/ 0% + o3 R
1 —i
_ 2 67403 O

— ¢
\/271’\/0’% —l—ag

2.5 Loi des grands nombres.

Définition 22 On dit qu’une suite (X, )n>1 de v.a.r. converge en probabilité
vers la v.a.r. X si pour tout a > 0:

P(X, - X|>a) — 0].

n—oo

On note X,, I ox.

n—o0

On a:

Proposition 23 Soit 1 <r < oo et X,, X € Z"(Q,P). On a:

X, - X[l — 0 = X, — X.

n—oo

Preuve. Cela résulte immédiatement du résultat facile, mais trés utile, sui-
vant :
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Théoréme 24 (inégalité de Markov) Pour toute v.a.r. Y et tout a > 0, on

a:
1
P(YIz0) <o [ a
a” Q
Preuve.
/|Y\7"dIP>/ |Y|rdIP’>/ a"dP =a"P(|Y] > a). 0
Q {IY|>a} {IY|>a}
On peut alors énoncer :
Théoréme 25 (loi faible des grands nombres) Si les v.a.r. Xq,..., X,

sont indépendantes, de méme loi, et de carré intégrable, alors:

X+ +Xa »
_—

n n— o0

my,

ot m est l’espérance commune de Xq,...,X,.

Preuve. On a:

X+ + X, 2 1
| == || = e )

1
= X+ Xo) —E (X4 4 X))

n

1
= ﬁVar(X1+-~-+Xn)

= % [Var (X;) 4 --- + Var (X,,)] = % [n Var (X1)]

1
= —Var(X;) — 0;
n

n—oo
d’ou le résultat par la Proposition 23. O

Exemple. On lance une piéce de monnaie non truquée et 'on gagne 1€ si I'on
obtient “pile” et I'on perd 1€ si l'on obtient “face”. Les différents lancers sont
supposés indépendants les uns des autres.
Pour chaque lancer, la v.a.r. X}, correspondant au k**™¢ lancer posséde la
loi donnée par:
P(Xp=-1)=P(X,=1)=1/2.

On a E (X%) =0. Les v.a.r. Xy,...,X, sont indépendantes.

Au bout de n lancers, la somme moyenne gagnée (ou perdue, si la quantité
est négative) est X +4X0 - elle tend vers 0 en probabilité: pour tout a > 0, la
probabilité que | X7 + -+ - + X,,| dépasse na tend vers 0.
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