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1 Partie I.

T,, est bien définie par convexité de K.
1) On applique le théoreme du point fixe : T}, est (1 — %)-contractante et K est complet (car
fermé d’un espace de Banach). En fait, z,, est méme unique.

1
2) Pour tout n, T'(x,) — z, = —(a — x,,) et la suite (z,), est bornée car K est borné. Ainsi, par
n
passage a la limite, T'(x,) — x, tend vers 0 et par définition, la suite (z,), est quasi-fixe pour T.
3) La suite (z,), admet une sous-suite convergente (r,,);>1 par compacité de K. Notons x¢ sa
limite.
Par ailleurs, T' est continue car 1-lipschitzienne (donc uniformément continue). Ainsi, T'(z,,;)

tend vers T'(z9). D’apres la question précédente (ou en utilisant le 1. pour n = ny), T'(xy,) — 7y,
tend vers 0 donc on en déduit T'(xg) — zo = 0.

4) On peut remarquer que, pour tout n € N*, y, € K et que 7,, définit bien une application de
1
K dans K, deés qu'on a observé que d,, € [0,1]. En effet, d> < max(1,—) = 1.
n

1
4a) En fait, d, > 0 car d2 > — > 0. On applique le théoreme du point fixe : T, est (1 — d,)-
n
contractante et K est complet .

4b) Pour tout n € N*, on a u, —w, = (1 — dn)(un — T(wn)) + d, (u, — yp,) par définition de w,
dans le a. Puis, en substituant u,, — y, = (1 — r)(u, — v,), on obtient

= Wy = (1= 1) (un — va) + (1= dy) (0 = T(u)) + (1 = dy) (T(un) = Twy)).
On prend la norme et on a, en utilisant I'inégalité triangulaire :
[tn — wn|| < dn(1 = 7)|un = vl + (1 = dy)Jun = T(un)[| + (1 = dn)[[T(un) = T'(wn)|-
puis la définition de d,, implique |Ju,, — T'(u,)|| < d? et T est une contraction donc
[un = wall < da(l = 7)lJun = vall + (1 = dn)dy, + (1 = dn)lJun — wy|

d’ott d||un — wy|| < dp(1 —7)|Juy — v,|| + (1 — d,)d?. Comme d,, > 0, on obtient finalement aprés
simplification

[tn — wnl| < (1 =7ty —vpl| + (1 = dn)dp < (1 =7)||tn — Vn| + .
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Par symétrie des roles joués par les couples (u,,r) et (v,, 1 —r), on a autre inégalité demandée.

4c) On remarque d’abord que d,, tend vers 0 car, par définition de suite quasi-fixe, les quantités
| — T (un)| et ||v, — T(vy,)|| tendent vers 0. Comme (1/n), converge aussi trivialement vers 0, le
maximum de ces trois suites converge clairement vers 0.

On en déduit immédiatement la premiere partie de la question comme au 2. car pour tout n € N*,
on a w, —T(w,) = d, (yn — T(wn)). Comme K est borné, ||y, —T'(w,)|| est majoré et ||Jw, —T'(w,)||
tend vers 0.

Pour tout n € N*, on a, via les inégalités de la question précédente,

dp + (1 = 7) [t — vnl| > [[un — wa|| > [t — vnl| = [[vn — wal|| > [Jup — vall = (dn + 7[|un — val]).

D’ou
dn + (1 = 1)[un = vnll = [Jun — wall 2 (1 = 7)|lup = vnl = da.
Par ailleurs, la suite (||u, — v,||), converge vers d. On en déduit alors que la suite (||u, — wy||)n
converge vers (1 — r)d. Par symétrie, la suite (||v, — w,||), converge vers rd.

2 Partie II.

1) Commencons par remarquer que pour tous n, k € N*| |ac,(€”)\ < ||lzg]| < 1. En particulier, la suite
(chn))N* est bornée donc admet une sous-suite convergente : il existe une application strictement

croissante ¢ : N* — N* telle que (ﬂm(@))
Supposons avoir construites les applications ¢, ..., ¢, pour un certain £ > 1, alors on constate

que la suite (J:,(:ilf Ok ("))) ox est bornée donc admet une sous-suite convergente : il existe une appli-
n *

converge.
N*

. . . 0...0 n 7
cation strictement croissante ¢yy1 : N* — N* telle que (x,g‘f:l pr )))N* converge. Par récurrence,

on a bien le résultat.

(xl(flo...o%(n»>

2) Notons zy, la limite de la suite - obtenue dans le 1.

ne
Posons ¢(n) = ¢y 0...0¢,(n) pour tout n € N*. On vérifie que ¢ est strictement croissante :

en+1)=pio...opi(n+1)=pr0o...00,(Pnr1(n+1))

or ppr1(n+1) > n+1 > n car pour toute fonction strictement croissante f sur les entiers et a
valeurs entieres : f(m) > m. On en déduit alors p(n+1) > p10...09,(n) = ¢(n) (par composition
d’applications strictement croissantes).

Des lors, fixons un entier £ > 1. Pour n > k, J:,(f(")) = x,(flo"'w’“(m")) Ol My, = P41 0 ... 0 @u(N).
En particulier, m,, > n donc tend vers l'infini. On a ainsi une sous-suite d’une suite convergente et

z{#™) conver i
A ge aussi vers T.
neN*

p p
3) Fixons un entier p > 1. On a » _ |zx| = lim > 129")| or pour tout n,
k=1 k=1

p
> [e7 ] < a0 < 1.
k=1

Donc la série de terme général |z;| est convergente (a termes positifs et les sommes partielles sont
majorées) et sa somme est majorée par 1. Donc z € K.



o

4) Soit ¢ > 0. 1l existe kg > 0 tel que Z |z, — 2i| < g, car y — 2z est élément de ¢'. Pour tout
k=k20+1
entier n > 1, |jy — 2| > [|y™ — z|| — [|y™ — y||. D’autre part,

0o ko
ly™ = 2l = lly™ =yl = 31" = 2l = 1o — vl 2( 30 o™ — 2zl = | — wal)—<
k=1

k=1
" (™) (n) -
car Y |y —al = —wl < D0 la—al <e
k=ko+1 k=ko+1
k:o kO
En passant & la limite sur n, » ™ — 2] = 5™ — y| tend vers >y — 2l
k=1 k=1

On obtient donc 'existence de Ny tel que pour tout n > Ny,
ko
ly™ =2l = ly™ =yl = 3" lye — 2l — 26 2 |y — 2] = 3e.
k=1

On en conclut que hIJ{l ly™ — z|| = |y — y|| = ||y — 2|. Par hypothese, lirf |y™ —y| =d
donc on a le résultat.

5) On utilise la question précédente avec z = T(y) pour en déduire lir+n ly™ — T(y)| =

d+1ly —T(y)ll.
Par ailleurs, pour tout n > 1,

y™ =T < ly™ = TE™)| + |T@™) = Tw)| < [ly™ = TE™)| +[ly™ —yll.

Par hypothese (la suite (y™)
d+ly =T(y)|| < ddoncy =T(y).

est quasi-fixe), le membre de droite tend vers d. On obtient

6) On construit une suite quasi-fixe comme au 1.1 et 1.2: <x(")) o dans K. Des lors, d’apres le

I1.1-2-3, il existe une suite extraite (Jc(w("))) o qui converge ponctuellement vers y € K. La suite
n *

de terme ||z(¥(™) — || est clairement bornée par 2 donc il y a une sous-suite convergente vers d. Soit

y™ la suite extraite de () correspondante, on est sous les hypotheses de la question précédente
donc y = T'(y).

3 Partie I11I.

la) Soient n,m € N*. Il suffit d’appliquer l'identité du parallélogramme avec x — z,, et = — x, :
= Iz — 2a) + (@ — zw) [IP + (2 — 2n) — (@ — 2w) [I” = 2]l — 20 |* + 2[|2 — 2| done
20|z — zal® + 2llx — 2l = 122 — 20 — z0l® + |20 — 20l
d’otu le résultat.

1b) Posons, pour tout n € N*, §, = ||z — z,]|>. Par hypothése, la suite (J,) converge vers
§ =dist(z, C)%. On a pour tous n,m € N*,

|20 = Tl = 2(6n + 6 — 2|2 — (@0 + 2)/2]%) < 26 + 6 — 20)
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car, par convexité de C, (x,, + z,,)/2 € C donc ||z — (2, + z,,,) /2| >dist(z, C).

La suite (d,) converge donc, en fixant € > 0, on a l'existence de ng tel que, pour tout n > ny,
6, < 6+ €% Ainsi, pour tous n,m > ng, ||z, — || < 2¢ et la suite (z,) est une suite de Cauchy
donc convergente vers une limite & € E car 'espace E est complet. De plus, comme (z,) est une
suite de C, qui est fermé, & € C. Enfin, par définition, (8,) converge vers dist(x, C')? et vers ||z — z||?
d’ou dist(z,C) = ||z — Z||.

Montrons qu’il n’y a qu’un point vérifiant cette inégalité. Soit 2’ € C tel que dist(z, C') = ||z —1/||.

Premier argument : considérons z = (' + Z)/2 € C, par convexité de C. Avec les notations
précédentes, ||z — z||* > 6. D’apres lidentité du parallélogramme : 2|z — 2/||> + 2|jz — Z||* =
|22 — 2/ — Z||* + |2’ — Z||*>. On en déduit 46 = 4|z — 2||*> + ||/ — Z||* > 40 + ||/ — Z||*>. D’ou
|’ —z|]| =0 et 2/ = 7.

Deuxieme argument : soit (x,), la suite dont les termes d’indices pairs valent z’ et les termes
d’indices impairs valent Z. Alors la suite des ||z — || est constante a dist(z,C') et d’apreés ce qui
précede, la suite (x,,) converge. Par unicité de la limite, 2’ = 7.

1c) Fixons z € C. Pour tout t €]0, 1], on pose z; = (1 — )& + tz et z € C, par convexité de C.
On a ||z — %||? >dist(z,C)? = || — Z|>. En développant ||z — 2> = ||(z — &) +t(2 — 2)||?, on obtient
2|z — z||* > 2¢(1 — t)(x — T,z — &). Comme ¢ > 0, on simplifie : ¢||z — z||* > 2(1 — t){z — &,z — T).
On fait alors tendre vers 0 par valeurs supérieures et on a le résultat.

Enfin, supposons que 2’ € C vérifie cette propriété (dite de I'angle obtus) : pour tout z € C,
(x — 2,z — 2"y <0. On a alors pour tout z € C,

o = 2[* = [lo — 2[|* + 2(x — 2’,2" — 2) + [|l2" = 2]|* > [l — 2'|%.
D’apres la question précédente, 2’ est alors I'unique point réalisant la distance a C' donc 2’ = 7.

1d) La propriété de 'angle obtus s’écrit donc : pour tous z,y € F :

Avec z = Po(y), (x— Po(z), Po(y) — Po(x)) < 0; avec z = Po(x), (y— Po(y), Po(z) — Po(y)) < 0.

On somme les deux inégalités et on obtient (Po(y) — Po(x),z —y + Pe(y) — Po(z)) < 0. Ainsi,
via Cauchy-Schwarz,

1Pe(y) — Po(@)lI* < (z —y, Pely) — Pe(@)llz — yllI1Pe(y) — Pe(@)ll.

Si ||Pe(y) — Po(z)]| # 0, on simplifie et on obtient || Po(y) — Po(x)|| < ||y — z||; sinon, le résultat
est encore trivialement vrai.

2) Commengons par remarquer que F est un convexe fermé (non vide) et que les résultats du 1.
peuvent donc s’appliquer.

2a) D’apres le 1.b., Ay € F fixé, on écrit la propriété pour z = Pr(z)+y € Fet 2 = Pp(z)—y € F
(ou on utilise que F' est un sous-espace vectoriel) pour en déduire (z — Pp(z),y) = 0 donc x — Pr(x)
est dans l'orthogonal de F'.

2b) D’abord, F et F'* sont clairement en somme directe : si x € F'NFL, ||2]|? = (z,2) = 0 car
x est orthogonal a lui méme.

Soit x € F, il suffit d’écrire © = Pr(z) +x — Pp(z) et de remarquer que Pr(x) € F' par définition
et que v — Pp(x) € F* par 2.a.

2¢) Soit = € E, il existe un unique couple (a,b) € F x F* tel que x = a + b et application qui
a x associe a est linéaire. Or d’apres la question précédente, a = Pr(x) donc Pp est linéaire.

3a) D’abord les résultats du 2. s’appliquent car le noyau d’une forme linéaire est un sous-espace
vectoriel. De plus, la continuité de ¢ implique que F' est fermé.
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D’apres 2.b., F+ # {0} car sinon E = F et ¢ serait nulle. Prenons donc xy un vecteur non
nul de F'*, qui vérifie alors (comme zy ¢ F) : o(xg) # 0. Soit x € F*, p(x) = k, on a donc

__k — __k 1 _ ; __k L
go(m <p(:vo)1’0> = ().kDonc T— Sy ¥o € I et comme F'- est un sous-espace vectoriel, gy Lo € F-.

Finalement, x — Sy To = 0 donc z € Rxy. On en conclut que F* est un sous-espace vectoriel non

trivial, inclus dans la droite vectorielle engendrée par xy donc F* = Rux.

3b) Posons A = SO(JCO;.
o]l

Soit x € F, il existe a € R et b € F tels que x = axg + b. On a alors

Na0) = 25 ol = agan) = olo).

4 Partie IV.

1) ¢ est une forme linéaire par linéarité de la limite (par hypothese, pour tout u € E, la limite
existe). De plus, ¢ est continue car (x,), étant bornée (disons par k£ > 0), on a pour tout u € F, via
Cauchy-Schwarz,

()] < sup [(zn, w)| < sup [lzal[Jull < Klul.

D’apres le TI1.3.b. il existe 2, € F tel que pour tout u € E, p(u) = (x4, u) (si ¢ est nulle, alors
la conclusion du II1.3.b est trivialement vraie avec Azg = o, = 0). Par définition, cela signifie que
(x,)n converge faiblement vers x,, dans F.

Remarque : on vient d’établir que E est faiblement séquentiellement complet.

2) Soit u € E, il existe un unique couple (a,b) € F' x F* tel que x = a + b (cf. 111.2.b.). Pour
tout n € N*, (x,,u) = (x,,a) car x, € F. Donc par hypothese, la limite de (x,,u) existe et d’apres
1., la suite est faiblement convergente.

3) F n’est autre que la fermeture de I’espace vectoriel engendré par les éléments de la suite (z,,).,.
En effet, vect(z,), C F donc vect {z,,} C F. Réciproquement, vect {z,} est un sous-espace vectoriel
fermé contenant tous les termes de la suitepdonc contient F.

Pour tout p € N*, on pose D, = {)_ apzx|ai,...,a, € Q} qui est dénombrable. Posons,
k=1

D = UpenD, qui est aussi dénombrable, comme réunion dénombrable de parties dénombrables.

En fait, D est ’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients rationnels des éléments de la suite

p
(n)n. Cette partie est dense : soient y € Flet e > 0, il existe p € N*et y; € {Z apri|ai,...,a, € R}
k=1

tel que ||y — y1|| < =. Puis par densité de Q, il existe ¥’ € D, tel que ||y — /|| < =. Finalement,

ly =o'l <e.

N ™
DO | ™

4) Soit ¢ € R* tel que pour tout n € N*, ||z,|| < ¢. La suite ((x,, 1)), est bornée par c||y1]|,
via Cauchy-Schwarz donc on peut en extraire une sous-suite convergente : il existe ¢; strictement
croissante telle que ((Zy,(n), Y1) )n converge.

Supposons avoir construit ¢, . . ., ¢, strictement croissantes avec ((Zy,o...op (n), Yk))n CONVergente,
pour tout k € {1,...,m}. On considere alors la suite ((Zy,o. .04y (n)> Yk+1))n qui est bornée par ¢||yx41 |-
On peut en extraire une sous-suite convergente et on obtient ainsi ¢y..



Enfin, on pose ¢(n) = ¢; 0...0p,(n) pour tout n € N*. On a alors pour tout k € N* et tout
n >k, (Tom)s Yk) = (Tpro..op(mn), Yk) O My, (dépendant de k) tend vers I'infini avec n. On conclut
alors que la suite ((Zy(n), Y&))n converge comme sous-suite d’'une suite convergente.

5) Fixons u € F. Soit ¢ > 0. D’apres 3., il existe & € N* tel que ||yx —u|| < 557, ot M = sup ||z,|.
D’apres 4., il existe ng € N* tel que pour tous n,m > ng, [(Tum), Y&) — (Tem), Yk)| < 5. On obtient

alors, via Cauchy-Schwarz,
13
(T o (ny, ) = (Tp(m), W) < [(Tpm) = Tpm) U= Yr) |+ (T pm) = Tom), Ye) | < [1Zpm) = Zom |-l —yrll + 3

Donc, pour tous n,m > ng, [(Tem), U) — (Tpm), w)| < M55 + 5 < €.
On en déduit que pour tout u € F, la suite ((Zy(n), u))n est de cauchy donc converge. Conclusion :
dans F, de toute suite bornée, on peut extraire une sous-suite faiblement convergente.

5 Partie V.

1) Pour tous z,y € E, en utilisant Cauchy-Schwarz,
(=T (2)—y+T(y), z—y) = |z —y|* —(T1(z) =Ta(y), x—y) > [lz—y||* =Ty (2) =i (y)|l .|z —y| > 0
car 17 est une contraction.

2) D’abord, remarquons que la suite (x,), est bornée par hypothese (En fait, on remarque que
de toute fagon : x,, = x, — T1(x,) + Ti(x,) ou la suite (T1(z,)), est bornée comme suite de K, qui
est borné par hypothese, et (x,, — T1(x,)), est bornée car convergente).

Soient A € R™ et v € E. D’apres (#x), on a pour tout n € N*

(X — T1(x) — (Too + A0) + T1 (200 + A0), T — (Too + Av)) > 0.
Soit
(X — T (xn) — 2,5 — (o + A0)) + (2 — (X0 + M) + T1(Too + \0), 2, — (T + AV)) > 0.

Or, par définition de la faible convergence, (z — (Too + AV) + 11 (200 + AV), ,, — (Too + Av)) tend
vers (2 — (oo + A0) + T (200 + AV), —Av).
D’autre part, [(x, — T1(z,) — 2,2 — (Too + A0))| < ||2p — T1(20) — 2] |20 — (o + AV)]|, OU
|xn, — T1(z,) — z|| converge vers 0 et ||z, — (X + Av)]| est borné.
Finalement, on a donc par passage a la limite, A(z — (2o + Av) + 11 (2o + Av),v) < 0. Comme
A > 0, on a donc
(z = (Too + A0) + T (200 + M), v) < 0.

En prenant la limite quand A tend vers 07, on a par continuité du produit scalaire et de T7 (qui est
continue car 1-lipschitzienne) : (z — Zoo + 71 (2 ), v) < 0. Enfin, en choisissant v = z — o + 11 (20 ),
on obtient ||z — 2o + T1 (7o) ||* < 0 d’olt le résultat.

3) On pose T} = T o Pk qui est une application de E dans K. C’est une contraction, comme com-
posée de deux contractions. D’apres I.1.et 1.2., il existe une suite (x,,), quasi-fixe pour T" d’éléments
de K. Comme cette suite est bornée (puisque dans K par définition), d’apres IV, on peut en ex-
traire une sous-suite (que l'on appellera encore (x,),) faiblement convergente vers ry € E. On a
x, — T (x,) =z, — T'(x,) qui converge donc vers z = 0. D’apres 2., on a donc z¢g — T1(xo) = 0. En



particulier, xy = T (z) est dans I'image de T} donc dans celle de T', donc dans K; ainsi, Px(z9) = o
et xo = T'(zp).

4) F est non vide d’apres la question précédente. C’est un fermé de K comme image réciproque
par l'application Idx — T (qui est continue) du fermé {0}. Comme K est fermé dans E, c’est aussi
un fermé de F.

Montrons que c’est un convexe. Soient u # v € F. Soit x = tu + (1 — t)v € [u,v], avec t € [0, 1].
Comme u = T'(u) et v ="T(v), on a, en utilisant l'inégalité triangulaire :

lw = vl| < [lu =T (@) + [|T(x) = vl| = [|T(w) = T(@)| + [ T(x) = T(v)[.
Comme T est une contraction, on en déduit
lu — vl < flu =T (@) + [|T(x) = vl| < [Ju— 2| + [z = v]| = [Ju—v]|.
Ainsi, toutes les inégalités sont des égalités. En particulier, on a égalité dans I'inégalité tri-
angulaire donc u — T'(x) et T(x) — v sont colinéaires et de méme sens : il existe & > 0 tel
que u — T(x) = a(T(z) — v), soit T(z) = t'u+ (1 — t')v avec t' = 041 € [0,1]. De plus,

+1
IT(z) —v| = ||z —v| (et ||u—T(x)|| = ||lu—=z|) donc t =¢. Ainsi T'(z) =z et z € F.

5) F est un convexe fermé non vide, inclus dans K donc borné. Remarquons que F' est stable par
T :soitx € F,T(T'(x)) =ToT'(x) =T oT(x) =T'(T(x)) = T'(x) par hypothese donc T"(z) € F.

Considérons alors I'application : 7: F — F
r — T'(x)
C’est une contraction car 7" en est une. D’apres 2., 7 admet un point fixe, qui est alors un point
fixe commun a T et T".



