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P. Lefevre.

Probleme en classe.

Théoréme de Bernstein.

Il s’agit de donner une preuve, due a Bernstein, du Théoréme de Weierstral3: toute fonction
continue sur un segment est limite uniforme d’une suite de polynémes.

Dans tout le probléme, on consideére des espaces de probabilité (2,P) finis!. Comme
d’habitude, on notera P({X € F'}) au lieu de P{w € Q| X(w) € F}) (X étant une variable
aléatoire et F' C R).

Dans toute la suite du probleme, on fixe une fonction continue h sur [0, 1] et ¢ > 0.

I] 1) Soit Z une variable aléatoire sur (§2,P), admettant une variance var(Z). Montrer que
pour tout o > 0, on a:

var(Z)
PHIZ -E(2)] 2 a}) < 2
2) Soient Z1,..., Z, des variables aléatoires (deux a deux) indépendantes. Montrer que

var(g Zi) = ;UCIT(ZZ')-

IT] On fixe p € [0, 1]. Soient X7, ..., X, des variables aléatoires (mutuellement) indépendantes,
chacune a valeurs dans {0, 1}, de méme loi: pour tout 1 < i <n,

Py, ({1}) = P{X; = 1}) = p et Px.({0}) =P{Xi=0}) =1—-p

n

On considere S,, = X; +---+ X,, et on pose Y,, =
n

1) S, suit une loi usuelle: laquelle?
2) a) Quelle est la loi de Y,, 7

b) Calculer E(X,,) et en déduire E(Y},).

L Ainsi on ne souciera pas de la tribu, qui sera tout simplement I’ensemble de toutes les parties de €2, comme
d’habitude.



c) Calculer var(X,) et en déduire var(Y,).

3) a) Quelles sont les valeurs prises par h(Y;,)?

b) Dans le cas ou h est injective, quelle est la loi de h(Y,)? Traiter ensuite le cas de h

quelconque.
4) Donner une expression de E(h(Y},)).

III] 1) Justifier qu'il existe § > 0 tel que pour tout z,y € [0, 1]:

[z =yl <= [h(z) = hy)| < e

Dans la suite de cette partie, on note I = {w € Q||Y,,(w) —p| < d} et I; la fonction indicatrice

de 1.
2)a) Montrer E(!h(Yn) - h(p)].][l> <e.
b) En déduire qu'il existe M > 0 tel que E|h(Y,) — h(p)] < M.P(Q\ I) +e.

M
¢) En déduire E(h(Yn) - h(p))‘ < 4.

IV] 1) Montrer qu’il existe ny € N tel que pour tout n > ng, on a pour tout p € [0, 1]:

‘h(p) -y (n> h(i) pr(1—p)*

< 2e.
k=0 \ K

2) Conclure dans le cas ou le segment est [0, 1].

3) Conclure dans le cas d’'un segment quelconque.



