ENSAE 2003: Epreuve spécifique.

Pascal Lefevre*

Partie I.
1) Inégalité de Young. Si z ou y est nul alors le résultat est trivial. Pour x et y
strictement positifs, on peut utiliser la concavité du logarithme (pour ¢ > 0, In"(¢) =

(—1)/£2 < 0) :

1 1 1 1
In(—2? + —y —In(2?) + —In(y?) = In(xy).
(p p ") > S In(a?) + - In(y") = In(ay)

La croissance stricte du logarithme donne le résultat.
Remarque : on peut bien sur aussi étudier sur R* la fonction d(x) = %xp + %yq -y

(a y positif fixé) dont le minimum est atteint en ypfll Comme § (yril) = 0, on en déduit
I'inégalité.
2) Inégalité de Holder. Premier cas : supposons d’abord que les coefficients vérifient

N N \
> Jan? = X |ba]? = 1. D’apres le 1), on a
n=1 n=1

N

1 & 1 1 1
b < 2 lanl{bal < Z( jan]? + |bn|q> =D e+ =3 bt ==+ - =1.
pn:l qn:l p q

1=
?

Second cas : supposons que Z la,|P ou Z |b,,|? soit nul. Disons que Z la,|P =0
1

n=
pour fixer les idées; alors par p081t1V1te des coefﬁments pour tout n € {1,..., N}, on a
a, = 0 donc I'inégalité a prouver se réduit a 0 < 0.

N N
Dernier cas: A = 3 |a,|P et B = Y |b,|? sont strictement positifs. On peut appliquer
n=1 n=1

le premier cas aux scalaires a/, = A~'/?a, et b/, = B~Yb,, puisque clairement on a
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N N
> lallP = > |b,]9=1. On en déduit que
1

n=1 n—=

N N

A_l/pB_l/q’Z an.bn‘ = ‘Z a bl | <1

n=1 n=1
d’ou le résultat.

N .

3) Pour tous by,...,bx tels que > |b,]9 = 1, on a d’apres la question précédente :
n=1

N N 1/p N, N N, 1/p
’Z an.bn‘ < (Z |an|p) donc sup{| 21 Ay l; 21 |b,|7 =1} < (Zl |an|p) .
n=1 n=1 n= n= n=
Réciproquement, si tous les scalaires a, sont nuls, la relation est triviale. Sinon,
N 1
a= (Z |an\p> "5 0 et on définit pour tout n € {1,..., N} : b, = a”P/,|a,|P!, ol g,
n=1

désigne le signe de a,, (dison que par convention le signe de 0 est +1). Via 1/p+1/q =1,
on a d’une part

N N
> anb, =) a P, P = oPHD = o
n=1 n=1

D’autre part, comme (p — 1)g = p, on a

N N
Z b, = Z a_p|an|(p_l)q =1L
n=1 n=1

. N N N 1/p
On en déduit que sup{| > a,.b,|; X |ba]9 =1} = (Z ]an]p) :
n=1 n=1 n=1

4) Inégalité de Minkowski. Tout d’abord le cas p = 1 résulte évidemment de 'inégalité
triangulaire usuelle. Il s’agit donc de traiter le cas p > 1.

Solution 1 : on suit I'indication de I’énoncé. Pour tout n € {1,..., N}, ona |a,+b,|P =
|an + bp-|an + 0, P < an|.lan + b, [P~ + by |an + b, [Pt On somme sur n puis on utilise
alors I'inégalité de Holder (question 2) pour obtenir

N N 1p 1 & Do\ /e al p (& —1)q\ /4
S an+bal” < (3 1anl?) (X lan+bal®07) 4 (3 Bal?) (D Jan+ b 7D9)
1 n=1

n=1 n= n=1 n=1

Comme (p — 1)g = p, on obtient
ol al p p (& 1/q
Z:l | + ba]? < [(Zl janl?) " + (Zl bal?) }(Zl jan +bu[7) .

N
On conclut classiquement : si > |a, + b, [P est nul, alors I'inégalité & prouver est triviale,
n=1

N 1
sinon on simplifie par (Z la, + bnlp) /i et on obtient le résultat.
n=1
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Solution 2 : on linéarise (raisonnement par dualité). Pour tous réels ¢, ..., cy tels que

N
> |en]? =1, on a par l'inégalité triangulaire usuelle puis l'inégalité de Holder (question
n=1

2)

N N N N 1p N 1p
> (an + ba)ea| < D fanlleal + 3 Ibal-deal < (3 lanl?) ™"+ (32 [bal?) ™.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

On passe alors au sup. sur les ¢, et on obtient le résultat d’apres la question 3.

5)a) Il s’agit seulement de justifier que |.||, est une norme car la strucure d’espace
vectoriel de ¢4 est héritée de celle de R™. La positivité est triviale et le fait que ||z]|,
implique la nullité de x a déja été signalé au 2. L’inégalité triangulaire a fait 'objet de la
question 4. Reste I’homogénéité, qui est évidente.

L’application 6 introduite dans I’énoncé est d’abord bien définie car, a b € ¢}, fixé,
a +— ﬁ a,.b, est linéaire. L’application € est elle-méme clairement linéaire. Enfin, c’est

n=1
une isométrie car, pour tout b € R", on a d’apres la question 3 (appliqué au couple (g, p)

au lieu de (p, q))

116l = sup [6(b)(a)] = sup Iz_flan-bn!:Hqu

llall,=1 llall,=1

Comme les dimensions de gp * et fq sont les meémes (a savoir n), cette isométrie est
N N )
bijective.

5)b) Le fait que ||.||; et ||.||c Soient des normes est évident (et est traité en cours). Il
s’agit d’extrapoler au cas p infini le résultat du a.
On reprend la méme application formelle :

065 — (h)

N
b — la€lly— Y a,.by.
n=1

N
Elle est toujours linéaire et c’est une isométrie car [[|0(D)||| = sup | X an.bn| = ||b]]o-
lala=1 n=1

N
En effet, 'inégalité sup | X a,.b,| < ||b]| est évidente. Pour la réciproque, il suffit de
lalli=1 " n=

remarquer que la borne supérieure est atteinte pour a,, = 0,,,, (symbole de Kronecker),
oung € {1,..., N} vérifie ||b]|cc = |bn,|-
Encore une fois, on reprend

0:6y — ()

N
b — Ja €l — X a,.by,.
n=1
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N
On a [||0(b)]|| = sup | > an.bu| = ||b]]1. En effet, outre I'inégalité évidente, il s’agit de
lafloe=1" =1
remarquer que cette fois la borne supérieure est atteinte pour a,, = signe(b,).

Pour p €]1,00[, resp. p = 1, resp. p = oo, le dual (topologique) de ¢4 est donc
isométrique a ¢4, ot ¢ = p%l, resp. ¢ = oo, resp. q = 1.

Partie II.
1)a) Pour tous v,w € F, on a v+ w € F donc

f) + f(w) = fv+w) <[[[fl[-lo+wll < |IF]-(lv = zol| + fJw + 2o]))-

En réarrangeant, on obtient f(v)— ||| f]||-|lv—zo|| < ||| f]l]-]]w+ o] + f(w). En prenant la
borne supérieure sur v € F', puis la borne inférieure sur w € F', on a I'inégalité demandée.

1)b) D’apres la question précédente, il suffit tout simplement de choisir o dans
'intervalle [sup{f(v) = MA Ml = 2ol }, 12%{\]\fH|HU + xo|| + f(v)}} et les inégalités en
veF v

découlent immédiatement.

1)c) D’abord f est bien définie car F' et Ry sont en somme directe et la linéarité est
alors évidente. De méme, il est clair que ﬁ r = f. La continuité de f est une trivialité en
soi puisqu’il s’agit d’une application linéaire en dimension finie. Le point clé est bien str
la norme. Puisque fir = f, on |||f||| < |[|f]l]. Soit # = v +twy € F\ F, avec v € F et t
réel non nul.

Sit >0, comme t™tv € F,ona f(z) =t(ft ) +a) < t||f]|].It" v + x|, dapres
Lb. On en déduit f(x) < [|[f[[.[[=]].

Sit <0, comme —1v € F,ona f(x) = (—t)(f(—1v) — ) < (O[] = v — 2o,

d’aprés 1.b. Donc on a aussi f(z) < ||| f]||.[|=]]- )
On en déduit que pour tout 2 € F, on a £(z) < ||| £l zl] doi |17 < 171

2) On procede par récurrence sur la dimension, par exemple celle d’un supplémentaire.
Pour n € N\ {0}, soit P, la propriété : “pour tout espace vectoriel normé de dimension
finie E et tout sous-espace F' dont la codimension est n, pour toute forme linéaire f sur
F, il existe g € E* telle que gjp = f et [/|g|l| = ||| f]|].”

Le fait que P; soit vraie provient de la question 1. Supposons que P, soit vraie.
Soient donc F un espace vectoriel normé de dimension finie, un sous-espace F' dont la
codimension est n+ 1 et f € F*. Il existe g € E \ F, ainsi I'espace F = F @& Rxg est
un sous-espace de E dont la codimension est n. D’apres la question précédente (ou le

cas n = 1), il existe f € F* telle que f|p = f et |Hf||| = |||fIll. Enfin, en appliquant
Phypothese de récurrence, il existe g € E* telle que gz = f et [[|gl[ = [||f][]. On a en
particulier, g = f~'|F = f et |llglll = ||| f|ll- La propriété P, est donc vraie.



3) Si x = 0, alors le résultat est trivial.

Sinon, considérons F', la droite vectorielle engendrée par x et la forme linéaire f
définie sur F par f(tx) = t||z||, pour tout réel ¢. Clairement, |||f||| = 1. En appliquant
la question 2, on obtient g € E* telle que g = f et |||g||| = |||f]|| = 1. En particulier

g9(x) = f(x) = [lz]|. On a donc |[z]| <sup{|f(x)]; f € E* [[[flI| = 1}.
L’inégalité inverse est évidente par définition de la norme opérateur.

Partie III.
1)a) Pour tout u € GL(E,F), on a Idg = u™' ou donc 1 = ||[Idg]|| < |||u|]-|||ul]l]-
Ainsi In(||]u=Y|-|[|u|[]) > 0. D’ou le résultat.

1)b) L’application de GL(E, F) dans GL(F, E) qui & u associe u~! est une bijection
donc

{In(l[lu 1) w € GL(E, F)} = {In([[[o]l|-Ilv[]); v € GL(F, E)}.
On en déduit 1’égalité des bornes inférieures.

2)a) Posons § = expd(E,F). Par définition de d(E,F) et comme 'exponentielle
est continue, il existe une suite (u,),>; de GL(E, F) telle que § = Lim |[|u,|||-|[|u,; |-
Considérons la suite v, = |||tn]|| ", (u, est bien str non nulle puisque bijective). C’est
une suite de la sphere unité de L£(E, F'), qui est compacte (fermé borné en dimension
finie). On en extrait une sous-suite convergente (v,;); vers v, aussi élément de la sphere
unité de L(E, F). Comme [[[v, ||| = [[Jun, ||[.||w, ||| converge vers 4, la suite (v, '); est
bornée dans L(E, F) et admet donc une sous-suite (v,,!
par compacité.

On remarque que pour tout ¢, on a U;L} 0 Uy, = Idgp donc par continuité du produit
(i.e. de la composition), on obtient w o v = Idg. Soit en prouvant de méme v o w = Idp

soit en invoquant ’égalité des dimensions de E et F', on en déduit que v € GL(E, F') avec
-1

)i convergente vers w, & nouveau

w="v
Entin, [[[o]|1 o=l = llwlll = lim [[Ju;2 | = & done d(E, F) = In([[[o]Illlo~]]).
Remarque : Dargument via la seconde extraction (sur la suite des inverses) évite

d’invoquer (et donc de rejustifier) la continuité de I'application u € GL(E, F) — u™’.

2)b) Si E et F sont isométriques, il existe f une isométrie de E sur F et f~! est
clairement une isométrie de F sur E. Ainsi, |||f]|| = |||f~*|]| = 1 donc d(E, F) = 0.

Réciproquement, d’apres la question précédente, il existe u € GL(E,F) tel que
Iw|||-lut]] = 1. Montrons que f = |||ul||~'u est une isométrie de E sur F. En ef-
fet, [|fll| = 1 et f~' = |Jul/|u"t donc |||f7Y|| = 1. Deés lors pour tout x € E, on
a

lll < 1@ = 1@ < WAzl = llel.



Les inégalités sont donc des égalités et || f(x)|| = ||z]|-

3) Soient v € GL(E,F) et w € GL(F,G) alors wov € GL(E,G). Par définition,
d(E,G) < In([[lw o v|[|||(wov)~*[[) donc

d(E,G) < In([[[wl[ [T 1o~ < (ol o= 1D + W o ll] o~

En passant & la borne inférieure sur v puis w, on obtient d(E,G) < d(E, F)+d(F,G) (on
aurait aussi pu prendre directement v et w correspondant aux minima, grace a la question
2.a).

4)a) Evidemment u* est une application de F** dans E*, dont la linéarité est triviale
a vérifier. D’autre part,

it =" sup f[lfoulll="sup  sup |fou(x)|= sup  sup |fou(x)]

I71=1 IA11=1 " Jlzll=1 lzll=1 " [l[fll=1
or, d’apres I1.3., on a sup |f(u(x))] = ||Ju(x)|| donc
E *
rN=1
Il = sup [lu(z)]] = [[[ul]-
e
[l[|=1

4)b) Soit w € GL(E, F), on vérifie que u* € GL(F*, E*) avec (u*)™! = (u™1)*. En
effet, on a pour tout ¢ € F*, (v )*ou*({) = (Cou)ou' = (. Donc (u™')* ou* = Idp-
et comme F* et E* sont de méme dimension (ou en recommengant dans ’autre sens), on
a le résultat annoncé.

On déduit que pour tout u € GL(E, F'), on a

(] el T 1) = ([ (1] 1) ) = dE", F7).

Puis par passage a la borne inférieure, on a d(F, F') > d(E*, F*).

Pour établir 1’égalité, on a alors plusieurs arguments :

Argument 1 : 'application de L(E, F') dans L(F*, E*) qui & u associe son adjoint u* est
un isomorphisme car elle est linéaire injective (c’est une isométrie d’apres 4.a) et les espaces
sont de méme dimension. Ainsi, pour tout v € GL(F*, E*), il existe u € L(E, F) tel que
u* = v. De plus, on constate que u € GL(FE, F) avec (u™!)* = v=!: en effet (par exemple),
il existe w € L(E, F) tel que v™! = w* et on a (wou)* = u* ow* =vov™' = Id donc
wou = Idg; de méme wou = Idp. Dot In(||[v][|.|[|[v™|]) = In(|||ull|. || ]|]) > d(E, F)
donc d(E*, F*) > d(E, F).

Argument 2 : via le bidual. L’injection canonique J de E dans son bidual E** = (E*)*
est définie par J(x)(f) = f(x), pour tous z € E et f € E*. D’une part, on a d’apres ce
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qui précede d(E, F') > d(E*, F*) > d(E**, F**). D’autre part, ¥ est une isométrie d’apres
I1.3. car [||¥(z)]|| = sup |f(z)| = ||=||. Ainsi un espace vectoriel normé de dimension

|||f||| 1
finie est isométrique a son bidual donc (cf. 2.b) d(E, E**) = d(F, F**) = 0. Comme (cf.

3) d(E,F) < d(E, E*) 4+ d(E*™, F**) + d(F, "), on en déduit d(E, F) < d(E**, F*).
D’ou le résultat.

Partie IV.

1) 1l s’agit de l'identité du parallélogramme généralisée dont nous présentons deux
preuves :

Solution 1 : par récurrence sur m. Pour m = 1, c¢’est trivial et pour m = 2, c’est
I'identité classique du parallélogramme (2 est préhilbertien : c’est R™ muni de sa structure
euclidienne canonique !). Supposons le résultat vrai pour m (pour toute famille de m
vecteurs), avec m > 2. On calcule

D PORICE

2 2m+1 Z Z HZ¢ $z+5$m+1H

2m+l

YeEWm+1 =1 PVEWM ae{ﬂ:l} =1
2
HZ ") x; + 5:vm+1H = 2HZ )xl + Qme“H d’apres le cas m = 2, a
aG{:tl} 2 2
. 1
Y fixé. Comme le cardinal de wy, est 2™, on a —— > Nemi1ll3 = [|#ms1]l5- Enfin, en

wewm
utilisant I'’hypothese de récurrence, on obtient

|HZ@0

OEWm 1 i=1

m+1

2

= > =il
i=1

Solution 2 : par Pythagore dans 'espace L? associé au groupe {+1}™. On développe,
d’abord dans I'espace euclidien ¢2 (dont le produit scalaire est noté (., .))

SSenf= X X el =2 X lulis XY e@el)a).

2m+1

PEWm =1 PEWm 1<i,j<m 1<i<m 1<i,j<m  pewnm
i#]
Fixonsi#joul<4,j<m. Ona ¥ o@e()= > ¢y - >, () =0,car
pewm YEWM YEWM
b= $li)=1

{1 € wn| (i) = 1} est en bijection avec ’ensemble des applications de {1,...,m} \ {i}
dans {£1}, de méme pour {9 € wy,| (i) = —1}.
On en déduit que > > @(@)e(7)(xi, x;) = 0. D’ou le résultat.
1<ij<m #€wm
<5
2)a) Il suffit d’utiliser la question précédente : A(u) = 2" > |u(e)|)3 < 2n > [l [P [le: 13-
i=1 i=1

Comme ||¢;||, = 1, on a 'inégalité.



n

> @(i)ei

n'1=1

2)b) Comme ¢; = v (u(e;)), on a |||[u™!|[?Au) > ‘. Or pour tout
pew p

© € wy, on a || 3 o(i)eill, = n/? donc |||u=t||2A(u) > 2"n?P. D’on l'inégalité.
i=1

3) Grace aux questions 2a. et 2b., on obtient que pour tout u € GL(¢2, (%), on a

n’-n
e[l > nr7 et par conséquent d(¢?, (2) > (% — 1)In(n). Ce qui donne le résultat
pour p < 2.

Pour conclure dans le cas p > 2, nous présentons deux arguments.

Argument 1 : reprendre tout simplement les encadrements 2a. et 2b. en utilisant les
mémes idées. On obtient ainsi les inégalités A(u) < 27|||ul[|>n*P (en n’utilisant pas la
question 1.) et A(u) > 2"n|[|u~t|||72 (via la question 1.). On conclut alors d(¢?, (2) >
(& — 1)In(n).

Argument 2 : par dualité. Soit p > 2, 'entier conjugué ¢ est alors dans [1,2] et
'espace (¢2)* est isométrique & ¢4 (cf. partie I); de méme 2 est isométrique a son dual
(ce qui correspond & p = ¢ = 2 mais est bien str connu dans le cours de facon générale
pour les euclidiens). D’apres la question I11.4.b., on a d(¢2, (2) = d((¢2)*, (¢2)*). Comme

n’-n

d(0a, (¢r)*) = d(€%,(¢2)*) = 0 d’apres I112b., on obtient que d(¢2, (%) = d(¢%, (%) puis que
d(er 2) > (% — 3)In(n), car ¢ < 2. Enfin, comme % =1- ;17, on conclut.

4)a) Par homogénéité de la norme, il suffit de le faire pour ||z||, = 1. On a alors pour
tout n € N, |z,,| < 1. Comme p’ > p, on a alors |z, [’ < |z,|P puis en sommant sur n, on
obtient ||z, < 1.

4)b) Fixons p < 2 et considérons effectivement I'application : U : 2 — (2 qui a
x associe lui-méme. D’apres 4a., on a |||U]|] < 1 (en fait, en prenant un vecteur de la
base canonique de R", on s’apercoit que |||U]|| = 1). Calculons la norme de U~! : pour
cela nous appliquons 'inégalité de Holder (cf. 12.) avec % et ﬁ pour obtenir pour tout

r e R
- N e~ p/2 _
Sl < (1) (X lel?)" = 0.
k=1 k=1 k=1
e 1177— ]l - o
On en déduit |[|[UY|| = sup P < ptP=l2 0 Ainsi d(e2,02) < (% — ) In(n).

lellz0 (||
Pour conclure pour tout p, on peut procéder comme dans la question 3. : soit on

recommence les estimations précédentes pour p > 2 (toujours via Holder avec cette fois

£ et _5), soit en argumentant par dualité pour remarquer que d(P,02) = d(3,02), on

g <2sip>2, eton conclut alors immédiatement.

4)c) Nous présentons I'argument le plus rapide : comme précédemment, par dualité
(le dual de £° est isométrique & £}, d’apres I5b.), on a d(£°,02) = d(C},(2) = $1In(n).

n’» n n’-n

Bien str, on remarque que cela correspond a extrapoler a p = oo 1’égalité du b.



Partie V.

1) Lemme d’Auerbach. Comme E est de dimension finie, la spheére unité Sg est
compacte donc (Sg)™ est aussi compact. D’autre part, 'application A est continue comme
restriction de I'application déterminant sur E", elle méme continue (cf. cours), car c’est
une application multilinéaire en dimension finie (par exemple). Cette application A est
donc bornée et atteint son maximum en (by,...,b,) € (Sg)". On a bien sur pour tout
ie{l,....n} ||b;| =1 et A(by,...,b,) # 0 car sinon 'application A serait nulle (ce qui
est faux en prenant I'image des vecteurs de 3, normalisés). Ainsi, (by,...,b,) est une base
de E.

Notons ¢; l'application suggérée par 1'énoncé pour (z1,...,x,) = (b1,...,b,). On
remarque que ¢;(b;) = d; j, pour tous 4,5 € {1,...,n}. Enfin, par définition de (by, ..., b,),
pour z € Sg, ¢;(x) <1 donc |||¢;||| < 1; et comme ¢;(b;) = 1, on conclut que |||y;]|| = 1.

2) On pourrait vérifier “a la main” les différents axiomes d’une norme mais v est en
fait la norme 1 associée aux coordonnées dans la base (by,...,b,), dont la base duale est

(1,5 @n)-
Soit ® l'application de E) dans ¢} qui a x associe (¢1(x),...,¢n(x)). Elle est linéaire

et pour tout € Ey, on a ||®(x)|, = i lp;(z)] = v(x).
=1

3) On en déduit que d(E1,}) = 0 donc que d(E,(}) = d(E, Ey). Soit J; lidentité
formelle de (E, ||.||) dans By = (E,v) : Ji(z) = x. C’est évidemment un isomorphisme et

pour tout € E, on a (comme |||p;||| =1) ||hi(x)] = '21 lo;(z)] < nllz||. Donc |||/1]|| < n.
J:

Pour tout « € F, on a aussi z = i @;(z)b; donc ||lz|| < i |0;(2)].1]b;|| = v(z), car
j=1 j=1

les vecteurs b; sont unitaires. Ainsi |||J; ||| < 1.
Finalement, on a d(E, Ey) < In(||[Ji]|[.|[|J7 ) < In(n) donc d(E, (L) < In(n).

Partie VI.

1) R est une relation d’équivalence car : elle est réflexive (X € &, est isométrique &
lui-méme, via l'identité). Elle est symétrique car si u est une isométrie de X € &, dans
Y € &, alors (par égalité des dimensions) u est bijective et u™! est une isométrie de YV
dans X. Enfin, R est transitive car si u est une isométrie de X € &, dans Y € &, et v
est une isométrie de Y dans Z € &, alors v o u est une isométrie de X dans Z.

Il s’agit enfin de justifier que pour tous X, X" Y, Y’ € &, tels que XRX' et YRY”, on
ad(X,Y)=d(X' Y’). Rappelons 'argument (déja utilisé) : d’apres I113., on a d(X,Y) <
d(X, X" +d(X",Y)+d(Y,Y")ord(X,X") =d(Y,Y') =0donc d(X,Y) < d(X',Y’). Puis
par symétrie, on conclut a 1’égalité.

2)a) Le caractere borné est immédiat : pour tout f € ®,, Noo(f) = sup f(z)] <1
r€EB,



i.e. &, est inclus dans la boule unité de C(By).

Montrons que ®,, est fermé. Pour cela, soit (f;);>o une suite de ®,, convergente vers
f dans C(By), ou f; est la restriction a By d'une certaine norme p;. On définit alors
v e R": p(x) = [lzfl1f () st @ est non nul et 4(0) = 0.

On remarque immédiatement que y est la limite simple sur R™ de (y;);>0 : pour tout
x non nul, p(z) = [|z|; im f](ﬁ) = |lz| lim,uj(ﬁ) = lim p;(x). En 0, ¢’est trivial.

Justifions que p est une norme. Pour ’homogenéité et I'inégalité triangulaire, cela
découle de la remarque précédente (une limite simple de semi-normes est une semi-norme) :
pour tout réel ¢ et tout x € R™, on a p(txr) = limp;(tx) = |¢|lim p;(x) = |t|p(x); pour
z,y € R, plz +y) = lim p; (2 +y) < lim(p;(2) + p5(y)) = p(x) + p(y). Enfin, pour tout

1
x non nul, on a p(x) = lim p;(x) > —||z|;, par définition de ®,,. Ainsi, p(x) > 0.
n

1
Enfin, f est bien dans ®,, car pour tout z € R", la norme p vérifie pu(x) > —||z||; et
n

p(x) = lim g () < ||

2)b) Ceci est du au fait que toutes les applications de ®,, sont 1-lipschitziennes :
pour tout f € &, restriction & By d’une certaine norme ||.||, on a pour tous z,y € By,

£@) = ) < [llall = ll] < llz = yll < llz =yl 11 suffit done de choisir 6 = ¢

3)a) D’abord 7 est bien définie car il y a une unique norme associée a f € ®,, : si deux
normes coincident sur une boule (de rayon strictement positif !) alors, par homogénéité,
elles coincident sur R".

Montrons que 7 est surjective : soit X € &, ot X = (R", ||.||). D’apres V.3., d(x, (1) <
In(n), ou encore, il existe un automorphisme de R", u : £) — X, avec [[|Jul|]] = 1 et
Ilw||| < n. En posant N(x) = ||u(z)||, on obtient une norme sur R™ qui vérifie pour
tout z € R" : N(z) < [lz]ly et N(z) > [[lu"'||7 ]zl = 2|jz|;. Ainsi, d'une part
f = N, € ®, et dautre part, X’ = (R", V) est isométrique a X, via u, donc X' =X.
Ainsi, 7(f) = X.

3)b) Continuité de 7. Pour tout j € N, f;, resp. f, est la restriction a By d'une
certaine norme Ny, resp. N, et on a d(7(f;), 7(f)) < In(|||;|||-II|Z;']]), ot I; est Iidentité

N,
de (R",N) dans (R",N;). On remarque que par homogénéité, |||L;||| = sup ]\;((gj))
=1 VAL
Ainsi
= sup 2 <1 up WSOy oy -

leli=1 f(2) o=t f(z)

1
car comme f € ®,, pour tout z tel que ||z|; =1, on a f(z) = N(z) > —.
n
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De méme, comme pour tout x tel que ||z|; =1 et tout j € N, f; = Nj(z) > —, on a

G = sup 29 <1y g O ZTON gy gy,

leli=1 f5(2) lelhi=t  fi(®)

On en déduit que d(7(f;),7(f)) < 21n(1 +nNoo(fj — f)), qui tend donc vers 0.

A 4) Soit (X;);ey une suite de &,. D’aprés 3a., il existe f; € @, tel que 7(f;) =
X;. D’apres 2. et le résultat admis (Ascoli), on peut extraire une sous-suite (f;,)pen

~

convergente dans ®,,. D’apres 3b., (X, )pen = (7(f;,))pen converge dans (€, d).
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