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1 Reévisions : Séries Entieres

Rappel : justifier la formule de Hadamard : R = (lim sup ]anﬁ)il.

Exercice 1.1 Déterminer le rayon de convergence des séries suivantes :

S D

400 9 +00 )
(1) > emz" (2) > nlz" 3) > (1+ )
n—=0 n=0 n=0 n
Exercice 1.2 Développer en série entiere les fonctions suivantes :
1 1 zsina

f(2)

g(Z) = (1 _ Z)(l . 23> h,(Z) =

T 14zt 22 22 —2(cosa)z+ 1

Indication : décomposer en éléments simples ou utliser les formules sur les produits de séries
entieres.

Exercice 1.3 Soit Z a,z" une série entiere de rayon de convergence infini. On suppose que :
n>0
Jk €N, Ja,b >0, Vz € C, |f(2)| < alz|* + b. Montrer que f est un polynome.
Indication : on pourra développer en série de Fourier la fonction ¢ — f(re') ou r > 0 et
montrer que a, est nul pour n > k.

Exercice 1.4 Soit Z a,z" une série entiere de rayon de convergence 1 telle que Z a, converge.
Montrer que la convergence de la série entiere est uniforme dans un secteur angulaire de sommet
A (z = 1) de bissectrice intérieure AO et de mesure inférieure strictement a .

Indication : on fixe a € [0,7/2[ et on veut montrer que la convergence est uniforme sur
S,={z=1-7re? €C|r >0, |z] <1, |0] < a}. On pourra effectuer une transformation d’Abel :

o
on fixe £ > 0 et on introduit les restes partiels de la série des a,, (1, = Z a); on majorera alors

k=n
q

uniformément pour z € S, les tranches de Cauchy : Z an2".
n=p

Exercice 1.5 On s’intéresse a une réciproque du résultat précédent : on suppose que Zanz”
est une série entiere de rayon de convergence 1 telle que lim Zanx” existe. Est-ce que Y a,
=

Tr—

converge 7 Montrer que ceci est faux en général.
Montrer que si on ajoute I’hypotheése a,, = o(1/n) alors c¢’est vrai (th. de Tauber).

12 x 2
Exercice 1.6 Développer en série entiere sur R : f(x) = 677/ ez dt.

Indication : on peut montrer que f vérifie une équation différentielle simple.
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. . . . a
Exercice 1.7 Soient deux suites (a,),>0 €t (b,)n>0 avec b, > 0 et hI_{l " = X\ # 0. On suppose
- - n—-—+:0oo
n
que E b,x" est de rayon de convergence 1 et divergente en 1.

n : Z CLnQSn

Montrer que Z ap,x" est de rayon de convergence 1 et que lim =—— = A.
n>0 =1 Z bnx

Indication : commencer par montrer que la série de terme général b,, diverge (on pourra minorer

une somme partielle a I'aide d'une somme partielle des b,x™ via un argument de continui’e puis

conclure). Ensuite on raisonnera comme dans le théoreme de Césaro.

Exercice 1.8 Résoudre 1'équation (1+ z2)y” — 2y = 0 en cherchant des solutions développables
en série entiere.

(1"

x+n

Exercice 1.9 Soit f : [-1,1] — R définie par f(z) = ) _ Montrer que f est C* et

n>2

développable en série entiere sur | — 1, 1].
Indication : on pourra utiliser la formule de Taylor-Lagrange.

Exercice 1.10 Soit Z a,z" est de rayon de convergence R > 0 et de somme f(z). Montrer que
n>0

f est développable en série entiere au voisinage de chaque point de lo) (0, R).

Exercice 1.11 Propriétés de la fonction exponentielle : pour tout z € C, exp(z) = Z —z"
n=0

Montrer que exp est continue. Etablir exp(0) =1 et Va,b € C, exp(a + b) = exp(a). exp(b).

On définit e = exp(1). On note alors exp(z) = €.

Etablir les résultats suivants :

a) Vz € C, exp(z) # 0. b) La dérivée de exp est exp. c) expp est croissante, positive et
e’ — 400 quand r — +o00 et e* — 0 quand © — —oo. d) Il existe un nombre positif 7 tel que
€2 =i et tel que e* = 1 ssi z/2i7 est un entier relatif. e) exp est périodique de période 2im. f)
t — €' est une surjection de R sur le cercle unité. g) Vw € C*, 3z € C tel que w = e?.
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2 Premiers contacts avec ’holomorphie

Révisions sur la connexité :
Exercice 2.1 Montrer que toute sphere d’un espace métrique connexe non borné est non vide.

Exercice 2.2 Montrer que si f : C — R est une surjection continue alors pour tout a € R,
f~t({a}) est non borné. Indication : sinon il existe a dont I'image réciproque est bornée donc
incluse dans un disque, dont le complémentaire est connexe...

Exercice 2.3 Théoreme de Runge. Soient K un compact de C de complémentaire connexe et

a € K¢ On veut montrer que z — @,(z) =

On note P(K) l'adhérence des polynomes dans C(K). Soit A = {a € K| ¢, € P(K)}.

a) Montrer que A # () (montrer que si a est de module assez grand, alors a € A).

b) Montrer que A est fermé et ouvert dans K¢ puis conclure. Indication : pour fermé montrer
que si d = d(a, K) alors la norme dans C(K) de ¢,, — ¢, est bornée par 2/d|a — a,| pour a,, assez
proche de a. Pour ouvert, montrer que le disque de centre a et de rayon d/2 est inclus dans A
(remarquer que P(K) est une algebre).

Propriétés de la fonction logarithme :

est limite uniforme de polynomes dans C'(K).
—a

Exercice 2.4 Log est la détermination principale du logarithme. Soient z; = 2¢ et 25 = e T

Calculer (si cela a un sens) Log(z1); Log(z2); Log(z1.22); Log(23); Log(z3); Log(£).
Exercice 2.5 Soit z € C\R™, déterminer la valeur principale de z*. Trouver la valeur principale
de i°.

Exercice 2.6 Montrer qu'une détermination de arcsin (c’est a dire une fonction a vérifiant
sin(a(z)) = z) telle que arcsin(0) = 0 est z — 1Log(iz + v/1 — 22) olt Log est la détermination
principale. Sur quel domaine cette formule est valable ? Montrer qu’il s’agit d’un prolongement
de arcsinj_q 1 (véelle).

Fonctions holomorphes :

Exercice 2.7 Pour z,y € R, on pose f(r,y) = x + iy®>. Montrer que f est R-différentiable
sur R%.  Calculer sa différentielle. Existe-t-il un ouvert U de R?* ~ C et h € H(U) tels que
h(x + iy) = f(z,y) pour x + iy € U ?

Exercice 2.8 Soit U un ouvert connexe non vide de C.
a) Soit f € H(U). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes
i) f est constante. ii) P =Re(f) est constante. iii) @ =Im(f) est constante.
iv) f € H{U). v) | f| est constant.
b) Soient f,g € H(U). On suppose que g ne s’annule pas dans U et que f(z)g(z) € R pour
z € U. Montrer qu’il existe ¢ € R telle que f = cg.

sin(z)
cos(z) + ch(y)
pour z + 1y € U. Montrer qu'il existe f € H(U), unique, telle que f(0) = 0 et P =Re(f).

Exercice 2.9 Soit U ={z=z+iyeC| —m <z <m, ye R} Soit P(z,y) =
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Exercice 2.10 Soient a,b,c € R. On pose P(z,y) = azx? + 2bxy + cy? pour x,y € R.
a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe f € H(C) telle que P =Re(f).
b) Cette condition étant supposée remplie, déterminer toutes les applications f € H(C) telles
que P =Re(f).
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3 Théorie de Cauchy

D désigne le disque unité ouvert de C.

Exercice 3.1 Soient r €]0,1[ et M € R™.
On suppose que f € H(D) vérifie f(0) = ap € C* et |f(2)] < M pour |z| = r. Montrer que si
rlao|

(M + |aol)’

Indication : utiliser la formule de Cauchy pour f en zy puis montrer que

L Iy

2T Jjg|l=r 2z fNZ

f s’annule en zy € rD alors |zg| >

Exercice 3.2 Soit f € H(D) dont le développement en série entiere sécrit : > % apz™. On
suppose que pour tout z € D, |f(z)|(1 — |z]) < 1. Prouver que pour tout n € N*, |a,| < e(n + 1).
Indication : formules de Liouville.

Exercice 3.3 Soient R € R™ U = RD et f = > a,2" € HU). On note P = Re(f) et

Q = Im(f).
a) VYn € N*, Vr €]0, R[, établir :
1 2w ) . 7 27 . .
a, = — P(re™)e ™dt = — Q(re™)e " dt.
r"™ Jo "™ Jo

Indication : utiliser la formule de Cauchy (avec / f(2)/2" " dz et / f(2)2"'dz) ou des méthodes
de Fourier.

b) Dans cette question, on suppose f(0) réel. Prouver que pour r €]0, R[ et z € rD, on a

1 g2 T+ ze
f(z) = %/0 P(re )mdt.

c) On suppose dans cette question que 2ag = 1, R =1 et P > 0 sur D. Montrer que pour tout
n € N* |a,| < 1.

d) Soient A € R et r € [0, R[. On suppose que P(z) < A pour tout z € U. Prouver que
2r

—T

Z lan|r™ < |ao| + I

n=0

(A — Re(ayp)).
(Indication : on se rameénera a c) en utilisant o + Sf(Rz) avec a € C et § € R bien choisis.)

Exercice 3.4 Soient R € R™ U = RD et f = > a,z" € H{U), bornée sur U. On note
P = Re(f), Ny = sup{| f(u) — f(0)]; w0 € U} et Ay = sup{|P(u) — P(v)]; u,v € U}.

1 27 . . )
a) Vr €]0, R[, établir : a; = —/ [f(re™) — f(=re')]e"dt.
4mr Jo
b) Montrer que |a;|R < §Nf. Examiner le cas ou f(z) = z; que peut-on en conclure 7

c) Etablir |a;|R < —Ay (on démontrera d’abord le résultat pour a; réel puis on écrira a; =
) ™ .
lai|e’™ et on introduira f,(z) = f(e **z)). Indication : on utilisera la formule de I’exo 3.a. pour
exprimer a.
On note Log la détermination principale du logarithme. Soit p > R, étudier le cas ou f(z) =

1
_ p—=z _ 9
5 Log(p+z>. Que peut-on en conclure 7
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Exercice 3.5 Soient R € R™, U = RD et f = Y>Ca,z" € H{U). On note P = Re(f),
Q = Im(f). Pour r €]0, R[, on pose

1 2 .
I — 7/ ity |2 )
(r) o Jo | f(re™)|"dt
a) Etablir : 1(r) =) |a,[*r*".
n=0

b) On suppose que f n’est pas identiquement nulle. Montrer que I(r) > 0 pour tout r €0, R].

Montrer que, pour r €]0, R[, In(I(r)) est une fonction convexe de In(r). Indication : montrer
que J(s) = I(e®) vérifie J.J" — J? > 0.

c) On fixe r €]0, R[, montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

i) [P(0)| = [Q(0)].
i) o [P Pt = o [ IQere) P
21 Jo re 21 Jo e '
Indication : appliquer Cauchy a f2.

Exercice 3.6 Calculer [ = /Edz ou 7y est le chemin joignant le point (1,1) au point (2,4) le
Y
long de la parabole y = 2.

Exercice 3.7 Soient m,n € Z* et 71,7 des lacets de classe C! tels que 0 ¢Imvy;Ulm~y,. Pour
tout t € [0, 1], on pose y(t) = 7" (t)V5(¢).

Vérifier que v est un lacet de classe C' tel que 0 ¢Imy. Calculer Ind,(0) en fonction de
Ind,, (0) et Ind,,(0).

Exercice 3.8 Soit 7 : [0,1] — C un lacet de classe C'. Pour ¢t € [0,1] et n € N*, on pose
Yn(t) = v(nt — E(nt)) (ou E(x) : partie entiere de z).

a) Montrer que v, est un lacet de classe C! par morceaux.

b) Pour z ¢Im, évaluer Ind,, (z) en fonction de n et Ind,(z).

Exercice 3.9 Soient a,b € R on pose v(t) = acost + ibsint ou t € [0,2x]. Calculer

d 2 dt
i J:/ —
N Z 0 a?cos?t+ b%sin“t

Exercice 3.10 Soient U un ouvert de C contenant D et f € H(U). Pour t € [0,27], on pose

v(t) = e™.
1 1
a) Calculer I; = /(2 + 2+ f)Mdz et I, = /(2 —z— f)Mdz.

ol Z z o' z z

f s 2 7 iy o2t 277 ity 2 b
b) En déduire la valeur de —/ f(e")cos” =dt et de —/ f(e")sin” —dt.

T Jo 2 m Jo 2
1

c) Pour |a| # 1, évaluer I(a) = —/ /(z) dz.
v

2wy z —a
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Exercice 3.11 Pour ¢ € [0, 1], on pose I'(t) = v/2 expi(2nt — %) et
14+i(8t—1) si 0<t<3
3—8t+i si 3<t<3

v(t) = _ e <1 3
1+i(5—8t) si 5<t<y
8t—T7—i st $<t<1

a) Vérifier que 7 est un lacet de classe C! par morceaux. Calculer Ind,(0).
b) Retrouver ce résultat en utilisant une homotopie dans C* de ~y sur I'.

Exercice 3.12 Soient U un ouvert de C contenant D et f : U — C une application C! telle que
f(D) c D. Sis€0,1], on définit les lacets v,(t) = f(se¥™) — se?™ et T'y = sf(e?™) — ™ pour
t € [0,1].

On suppose que pour tout z € D, f(2) # 2.

a) Pour s € [0, 1], déterminer Ind.,, (0) et Indr,(0).

b) En déduire une contradiction et prouver ainsi que f admet au moins un point fixe dans .

Exercice 3.13 Calculer les intégrales suivantes :

/sm(ﬂe )dz
.

(z—1)°

ou v est le cercle de centre 0, de rayon 2 parcouru dans le sens trigonométrique.

eiﬂ'z
——d
/7(2—1)2 :

ol 7 est la réunion du cercle de centre 0, de rayon 2 parcouru dans le sens trigonométrique et du

1
cercle de rayon 3 parcouru dans le sens opposé.
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4 Principe du maximum

D désigne le disque unité ouvert de C.

Exercice 4.1 Soit U un ouvert de C contenant D. On suppose que f € H(U) vérifie f(0) = 1
et que |f(z)| > 1 sur OD. Montrer que f posseéde au moins un zéro dans D.
Indication : considérer 1/f.

Exercice 4.2 Refaire l'exercice 3.1. (introduire la fonction z # zo — f(2)/(z — 20))

Exercice 4.3 Soit P € C[X] de degré n > 0.
Montrer que, pour 0 <7 < R, on a M(R)R™ < M(r)r~—" ot M(r) = sup{|P(re")|; t € R}.
Indication : considérer z — 2" P(1/z).

Exercice 4.4 Soit U un ouvert connexe de C. On considere f1,---, f, € H(U) tels que, pour
tout k € {1,---,n}, fr(U) CC\R™; et ay,--+,, € R. Pour z € U, on pose

92) = TR

Montrer que si g a un maximum relatif en un point a de U alors g est constante sur U.

Exercice 4.5 Soient U un ouvert connexe de C, f € H(U) non constante et V = {z| z € U}.
On pose g(z) = f(Z) pour z € V.

a) Existe-t-il un ouvert W de V/, non vide, tel que gyw € H(W) ?

b) Soit (an)n>0 une suite de C telle que Y nla,| converge et est non nulle. On pose h(z) =

> axz®. Montrer que h € H(D) N C(D).
k=0
c) On définit F' : C — C par F(z) = z+ h(Z) si 2| < 1let F(z) = z+ h(z7!) si [2] > 1.
Prouver que F € C(C) N H(C\ D) et que F' ¢ H(W) pour tout ouvert non vide W C D.
d) Soit I': [0,27] — C qui a ¢t associe €. Pour n € Z, évaluer I,, = / 2"F(z)dz.
r

Exercice 4.6 Soit f € H(D) sans zéros. Montrer qu’il existe une suite de points de D dont le
module converge vers 1 et I'image par f est bornée. (on pourra introduire 1/ f)

Exercice 4.7 Théoréme des trois cercles de Hadamard.
Soient 0 < r < R. Soit U un ouvert de C contenant la couronne C' = {z € C| r < |z| < R}.
On considere f € H(U) et on pose M (p) = sup{|f(z)]; |z| = p}, ou p € [r, R].

a) Pour p € Z et ¢ € N*, montrer que ng(p) < max{rgM(r), REM(R)}

Indication : on pourra faire intervenir g(z) = 2P(f(2))%.

b) On suppose que M(r) et M(R) sont non nuls.
En considérant « € R tel que 7*M (r) = R*M(R), montrer que

In(p)~In(r)

(H) M(p) < M(T)%_M(R)ln(l%)—ln(r)'

c¢) On suppose que M(r) =0 ou M(R) = 0. Est-ce que (H) est encore vrai 7
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Exercice 4.8 Inégalité de Borel-Caratheodory.
Soient A, p € R™, R €]0, p] et U =D (0, p).
a) Déterminer B = sup{|g(z)|; z € C, Re(z) < A} avec g(z) = QAZ_ .
b) Soit h € H(U) tel que h(0) = 0 et Re(h(z)) < A pour tout z € U. Montrer que pour tout

|z| < R, on a |h(z)] < _‘ =i (on pourra introduire la fonction g[h(Rz)])

Dans la suite f € H(U ) On pose M (r) = sup{|f(2)|; |z| =7} et m(r) = sup{Re(f(2)); |z| =7}
c) Montrer que M est croissante et continue sur [0, p[. Prouver que si f n’est pas constante,
M est strictement croissante.
d) Montrer que m est croissante et continue sur [0, p|.

e) On suppose que f(0) = 0. Pour r € [0, R], montrer que M (r) <

r R r
2 i)

f) Soit r € [0, R[, montrer que M (r) < m(R) +

Exercice 4.9 Soient a,b € D distincts et f € H(]D)) telle que f(D) C D.
:‘f(z)—f(a)‘ 2
()f(2) ' 1—az

pour lequel I'inégalité précédente est une égalité ?
Z JR—

1 —

a) Etablir pour tout z € D ‘ Que peut-on dire §'il existe z € D\ {a}

u
Indication : utiliser les fonctions ¢, (2) = — ou u € D, introduire la fonction g = @y(q) o
z

f o p_, puis utiliser le lemme de Schwarz.

L-1f1 1O =12 _ |f( )+ I7]

b) Prouver que pour tout z € D : |f'(2)] < et <|f(z)| < :

L—[z2 — 1+4]zf(0 )I 1—12f(0)]
c) Soit r €]0, 1 tel que a,b € D(0,7). Etablir : |f(C|L) — b|( /)l < =t
a— —r

Dans la suite, on suppose que |a| = |[b] =r > 0, que f(0) =0 et que fla) = f(b) = a.
d) Montrer que, pour z € D, on a ‘1 — L; a ‘ 12—_aaz’ ‘1 — bz’
a° f(2)

Pour cela, on pourra utiliser la fonction z # a — )
9% z

En déduire |a| < 72

e) On suppose que |f'(0)| = 5 # 0. Montrer que, pour |z| =7, onar(f—r) < (1+6r)|f(2)].
(on pourra utiliser la fonction z — nz"' f(2) oun < 1.)
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5 Prolongement analytique.
D désigne le disque unité ouvert de C.

n

z—1)"
Exercice 5.1 Montrer que les séries entieres E et E (;>) sont des prolongements
= n=0 -

n+1 n+1
2 7

analytiques I'une de 1'autre.

Exercice 5.2 Montrer que la série entiere f(z) = 1 + Z z“ mne peut étre prolongée analy-

tiquement (ni méme continument) au voisinage d’aucun pomt de OD. Indication : remarquer que
f(z2) = 2z + f(z*) et montrer d’abord que 1'on ne peut prolonger f au voisinage de 1 et on se
rappellera que {a € dD|,3p € N, a* = 1} est dense dans le cercle unité.

Exercice 5.3 Soit f une série entiere de rayon de convergence 1. Montrer qu’il y a au moins
un point singulier sur D (i.e. un point ou il n’existe aucun disque ouvert D’ tel que f se
prolonge analytiquement a D U D’). (Indication : en supposant le contraire, il existe un disque
ouvert D, de centre a pour tout a € 0D tel que f se prolonge en f, sur DU D,. Montrer que
D,NDy# 0= f, = f, sur D, N Dy. Considérer Q = U, (DU D,) et montrer que F(z) = f,(z)
pour z € DU D, est bien définie et holomorphe sur un disque D(0,r) avec r > 1)

Exercice 5.4 Théoreme des lacunes de Hadamard. Soit (A,),>1 une suite d’entiers strictement

positifs telle que ”*1 > « > 1 pour tout n. On suppose que la série entiere Z a2 est de rayon
n=1
de convergence 1. On veut montrer que JD est une coupure (i.e. tout point de D est singulier

(déf. cf exo 3)).
On fixe un entier p > 1 tel que pour tout n, pA,+1 > (p + 1)\, (justifier). On suppose que f
admet un prolongement analytique g dans DU D(1,¢) ou 0 < ¢ < 1.

12
a) Montrer qu'il existe R > 1 tel que RPJ 4R? — W <2
t
On pose § = ————.
P (p+ )RP
b) Montrer que |2| < R = w := (Hz) e DU D(1,t). (on pourra séparer les cas |z — 1| < §
et |z—1]>9)
c¢) En déduire qu’il existe (by,)n>0 tel que z — g(M = > b,z" pour z € D(0, R).
n=0
N Zp+zp+1 N (p+1)AN
d) Montrer que pour tout entier N > 1 et tout z € C,ona » an(T) m= Y bt
n=1 k=0
On fixe z €]1, R|.
e) En déduire, en utilisant (c), que Z a,w™ converge quand N tend vers +oo. En déduire

une contradiction.
f) Conclure.
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6 Singularités isolées et Résidus.

I. Séries de Laurent

1
Exercice 6.1 Dével érie de Laurent a l'origi =
xercice 6 évelopper en série de Laurent a 'origine f(2) 50z —1)2(z + 2)

a) dans la couronne: 0 < [z| <1,  b) dans la couronne: 1 < [z] < 2,
¢) a lextérieur du disque D(0,2)

Exercice 6.2 Développer en série de Laurent dans les différentes couronnes admissibles de centre
indiqué les fonctions suivantes

Ll =0, f=—" (a=1) f(z)zel/z (a=0).
) (z—1)3 ’

:1—22 3—2

f(2)

1

Exercice 6.3 Soit u € C. En remarquant que f(—-) = f(z), montrer que le développement en
z

1 B —1)
série de Laurent pour 0 < |z| < +oode f(z) = exp B(z - )} séerit f(2) =co+ Y ¢ <z” + <)>
z 1 z"
1 ™
avec pour n >0 : ¢, = —/ cos(nt —usint)dt .
7 Jo
Calculer le développement en série entiere de la fonction u — ¢, (u) (fonction de Bessel).

1 2 .
On pourra utiliser ¢, (u) = o / exp(iusin(t)).e”"dt puis développer en série entiere exp(iu sin(t)).
7 Jo

II. Singularités

Exercice 6.4 Décrire la nature de la singularité et calculer le résidu correspondant :

1 2241 e? 1
9(z) = A1 h(z) = ; U(z) =

(= =0)

z3 tan z tanh 2

' _ sin(mz) _ sinz
1z p(z) = (z —1)3" alz) = cos(23) — 1

(z=0).

Exercice 6.5 Déterminer la partie singuliere du développement en série de Laurent a ’origine

1
de f(z) = CEE et I'utiliser pour trouver rés(f,0).
62 J—
Exercice 6.6 Montrer que f(z) = ; a une fausse singularité en 0. Calculer le rayon
sin(7 sin z)

de convergence de sa série de Taylor en 0.

Exercice 6.7 Soit f une fonction entiere dont I’ensemble des zéros est Z. On suppose que tous
les zéros sont simples. Montrer qu'il existe g entiere telle que f(z) = €9 sin(nz).

Indication : considérer la fonction z ¢ 7Z +— que l'on peut prolonger en une fonction

sin(7z)
holomorphe (justifier) et utiliser ses propriétés pour montrer qu’elle s’écrit e9.
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Exercice 6.8 a) Si g est enticre et non constante, montrer que g(C) =
b) Soit f une fonction holomorphe dans D’ (a, r) = D(a,r)\ {a} t pour laquelle a est un
point singulier essentiel. Montrer que a est aussi essentiel pour g o f.

Exercice 6.9 Soit f holomorphe dans D'(a,r) = D(a,r) \ {a} et vérifiant Rf(z) > 0 pour
0<|z—al<r.
a) Montrer que a n’est pas un point singulier essentiel pour f.
| b) On suppose que a est un pole pour f. Montrer que a est une fausse singularité pour
I=17F
¢) En considérant e™9, montrer que g est nulle.
d) Que peut-on en Conclure ?

Exercice 6.10 Soit f une fonction méromorphe dans C, telle que pour chaque pole a de f on
ait rés (f,a) € Z.

a) Montrer qu’il existe une fonction g holomorphe dans C\ P, ou P est I’ensemble des poles
de f, telle que f = ¢'/g. Indication: chercher g sous la forme exp L f (¢)d¢ ou v est un chemin
d’origine zy et d’extrémité z.

b) Quelle est la nature de la singularité de g en w si w est un pole multiple de f?

c) Montrer que si f n’a que des poles simples, alors g est méromorphe dans C et décrire
ses poles.

ITII. Théoreme des résidus et applications

1 1
Exercice 6.11 Résidu a linfini. Si f est holomorphe pour |z| > r, on pose g(2) = — f(-) pour
227 2

0 < |z| < 1/r. On note rés (f,00) = —1rés (g,0). On dit que c’est le résidu de f a linfini.
+oo
a) Soit Y ¢,2" le développement en série de Laurent de f dans la couronne |z| > .
n=-—o00
Montrer que rés (f,00) = —c_1.
b) Si f est méromorphe dans C avec un nombre fini de singularités as, - - - , a,,, montrer que
rés (f,a1) + -+ +1és(f,an) +1rés(f,00) =0 .

1/z
c¢) Etudier le cas de f(z) = ¢

2(1—2)

Exercice 6.12 Calculer les intégrales suivantes

/+°o - dr (n=0,1,2,3,4); /md‘” (n € N*);
oo (1+J}2)(1+l’4) T Yy 4ty e D i 0 (1+[E2)n I

400 eita: 400 ;
/ d:E : / XTSI x d:E
oo 1+t —0o X2+ 27 +5
s

+oo dz
Exercice 6.13 Pour a > 0, montrer que / e*“*Tsin(asinx) — = 5 (e —1).
0 x

+o0 2
Exercice 6.14 En sachant que / e ¥ de = \/27?, calculer les intégrales de Fresnel I =
0

+oo +oo
/ cos(z®) dx et J = / sin(z?) dx .
0 0
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(67

“+oo
Exercice 6.15 Pour —1 < a < n — 1, calculer / v dx .
o 1+am
+o0 1
Exercice 6.16 Calculer / -k dx .
0o 2+2)(1+a2)3
+00 dx +o0o 1
Exercice 6.17 Calculer I = ; \/_(1 ) et J = / NG ?gfgﬁ) dx

217P(1 = 2)P

0+ 2 , calculer
z

Exercice 6.18 Pour —1 < p < 2, apres avoir donné un sens a f(z) =

/1 mlfp(l —x)P

A+ dx en intégrant sur le cycle ci-dessous
x
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7 Zéros de fonctions holomorphes - Bijections holomor-
phes.

D désigne le disque unité ouvert de C.

Exercice 7.1 Théoreme de Rouché. a) Soit U C C un ouvert convexe. Soient f,g € H(U)
n’ayant qu'un nombre fini de zéros ay,---,a,, et by, -+, b, dans U (comptés avec leur ordre de
multiplicité).

Soit v : [0,1] — C un lacet de classe C' par morceaux dans U. On suppose que si z est dans
I'image de 7, on a: |f(2) —ng(z)\ <|f(2)].

Etablir Y Ind,(ax) = Ind,(by).
k=1 =
b) Soit V' C C un ouvert. Soient f,g € H(V), a € V et r > 0 tels que D(a,r) C V. On

suppose que pour |z —a|l =7, on a |f(z) — g(2)| < |f(2)].
Montrer que f et g ont méme nombre de zéros dans D(a,r) (comptés avec leur ordre de
multiplicité).

Exercice 7.2 Soient C' la couronne 2D\D et Z(P) I’ensemble des zéros de P(X) = X" —5X3+12.
Déterminer card(Z(P) ND) et card(Z(P) N C).
Indication : montrer que P n’a que des racines simples. Utiliser f(z) = =52 —12 et g(2) = 2".

Exercice 7.3 Formule d’'inversion de Lagrange. Soient R > 0 et U C C un ouvert contenant
D(0,R), et f € H(U). On pose M = sup{|f(2)|; |z2| < R} et on suppose que M > 0. Soit
V =D(0,%).

a) Soit z € V. Prouver que 'équation en £ : £ = zf(£) a une unique racine g(z) appartenant

2 D(O,R).
b) On note v(t) = Re ou ¢ € [0,2x]. Pour z € V, montrer que

w(l—zf"(w
" 2ir w— zf(w

)dw.

w(l = =fw)) ,
w—zf(w)

¢) Soit a, la valeur en 0 de la dérivée (n — 1) ieme de z — [f(2)]™. Montrer que pour z € V,
on a:

Indication : théoreme des résidus (quel est le seul pole éventuel de w +—

g(z) = > “nam,

!
n—1 n.

Indication : développer en série entiere.

Exercice 7.4 Soit U = (D)°. Montrer que l'application définie par f(z) = %(z -+ %) pour z € U,
est injective.

Déterminer l'image de f, sa fonction réciproque ¢ (définie sur Im f) et pour w € U, le
développement en série de Laurent de g(w). Indication : on pourra remarquer que w? — 1 =

w?(1 — ﬁ)



Exercices de Variable Complexe.

16

Exercice 7.5 Onnote S ={z e R| |z| > 1}; U=5%¢et V ={2€ C| |Re(z)| < =}

bo |

1
a) Montrer que 'on peut définir f € H(U) par f(w) = A log(z'w +V1-— w2)

b) Prouver que f est 'unique élément de H(U) vérifiant
(i) w = sin(f(w)) pour tout w € U et (ii) f(z) =Arcsin(z) pour tout x €] — 1, 1].

© 1.3..(2k —1) w*!
c) Etablir f'(w) = yo 1 ( ) w

1
Wi pour tout w € U et f(w) = w + 24 (2k) h 1 pour

k=1
lw| < 1.

d) Prouver que z + sin z induit une bijection de V' sur U dont la bijection réciproque est f.
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8 Suites, séries et produits de fonctions méromorphes.

Exercice 8.1 Soient U un ouvert connexe et f € H(U). On suppose qu’il existe a € U tel que
la série de terme général £ (a) converge.

Montrer qu’il existe une unique fonction entiere F' tel que Fjiy = f puis prouver que la série de
terme général F™(2) est uniformément convergente sur tout compact de C.

Exercice 8.2 Soient f,g € H(D) avec f(0) = ¢g(0) = 0. On pose f(z Zanz et g(z
Z b, 2"
n=1

a) Prouver que les séries F'(z Z ang(2") et G(z Z b, f(z") sont normalement conver-

gentes sur tout compact de . Indlcatlon : montrer, via le lemme de Schwarz, que l'on a une
inégalité du type |g(z)| < A,|z|si|z| < r, ou r est fixé dans |0, 1].

b) Déterminer le développement en série entiere de F' a l'origine. En déduire F' = G.

c) Soit log la détermination principale du logarithme. Etablir pour z € D :

ilog(l—i—z"):iw i " _Zl—i—z”

n=1 n=1

Exercice 8.3 Séries de Dirichlet. a) Soient a,b,z,y € R avec a < b. Pour z = x + iy, établir
e — bz = 4 /b e ldt.
a
En déduire que si x > 0, on a |e”% — e | < %|e“” — b7,

Dans la suite, (a,), est une suite de nombres complexes et (), ),, une suite strictement croissante
de nombres réels, de limite +oo.

b) Montrer que si la série S, = Y _ a, exp(—\,z) converge pour z = 0, elle converge pour tout

n=0
complexe z tel que Re(z) > 0 (Ind. : utiliser une transformation d’Abel). Montrer qu’elle est
meéme holomorphe sur ce domaine.

c) Montrer qu’il existe R € R vérifiant les conditions :
Re(z) > R = S, converge et Re(z) < R = S, diverge.

Exercice 8.4 Soient U un ouvert connexe et (f,,), une suite de fonctions holomorphes dans U,
convergeant uniformément vers f sur tout compact de U.

a) On suppose que 0 ¢ f,(U) pour tout n. Montrer que f est identiquement nulle ou que
0 ¢ f(U). On pourra utiliser le théoreme de Rouché avec les fonctions f et f,.

b) On suppose que f,, est injective pour tout n. Montrer que f est injective ou constante. On
pourra introduire g(z) = f(2) — f(a) et g,(2) = fu(2) — fula).

c) Soit ¢ € N. On suppose que 'équation f(z) = 0 a au moins ¢ + 1 racines (comptés avec
leur ordre de multiplicité) et que pour tout n, ’équation f,(z) = 0 a au plus ¢ racines (comptés
avec leur ordre de multiplicité). Montrer que f est identiquement nulle.
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o (_1)"
Exercice 8.5 Montrer que la série de fonctions méromorphes Z g converge uniformément
n=1 B
o . (=)™ (=1
sur tout compact de C. Indication : considérer g,(z) = + .
z—n n

Exercice 8.6 Pour n € N, on note 7, le lacet dont I'image est le bord orienté du carré

. 1
fo+iy e Cl sup(lal, Jy)) <n+ S}

a) Soient z,y € R tels que 2|y| > 1. Etablir ‘cotan(w(x + zy))‘ < =
— e ™

1
b) Soient y € R et k € Z avec 2|y| < 1. Etablir ’cotan(ﬂ(k +ot z'y))‘ < thg.

c) Montrer qu’il existe M > 0 tel que n € N, z €lmry,, = |cotan(rz)| < M.

d) Soient n € N, z € C\ Z tels que 2|z| < 2n + 1. Etablir

" 1 meotan(mu) 1 zmeotan (mu)
mweotan(7z) / —du = — / ——du.
~ 2ir u—z 27 Jy,  u(u — z)
e) Montrer que pour tout z € C\ Z, on a mcotan(nz) = — —i— Z . En déduire Z
cotan(7mz
f) Calculer I, :/ 7T72(7T)dz.
n z
Dans la suite f est une fonction méromorphe sur C ayant un nombre fini de pdles a;,---,a, €

C\ Z. On suppose qu’il existe A, R > 0 et o > 1 vérifiant |z| > R = |f(z)| < A|z|~°.
On pose L(z) = 7 f(z)cotan(mz)

g) Montrer que pour n assez grand, on a

! / 2)dz = Z f(k)+ zp:res(L,aj). En déduire Jio flk)=— Zp:res(L,aj).
j=1 j=1

2im e f=—00

> 1
h) Calcul RT\N, S(a) = —_.
) Calculer pour @ € R* \ N, S(a) ,;)k?—i—cﬂ
s 1
i) Montrer que pour z € C\ (Z + 3), 7 tan(7z) Z ey
22—z
k=1 2

Exercice 8.7 a) Montrer que les produits infinis suivants convergent normalement sur tout
compact de C

il z i 2)

12 ol Sl
fi6-2)  fpeisd)
b) En utilisant I'exercice précédent, établir pour tout z € C :

22 > 2(1—2
sin(mz) —WZH(l— E) =mz(1l— 2) H<1+HE+1)>)

n=1 =1 n
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!/

On remarquera que la série Z—" converge normalement sur tout compact ou de C, avec
n

2

fulz) =1 - % ot fo(2) = 2.

Exercice 8.8 Prouver que pour tout z € D, [[(1+2*) =

gl 1—2

Exercice 8.9 Soit t € C tel que Im(t) > 0. On pose ¢ = ™.

a) Soient a, b € C linéairement indépendants sur R. Prouver qu’une fonction entiere admettant
a et b pour périodes est constante (on pourra d’abord montrer qu’elle est bornée).

b) Montrer que le produit infini h(z) = [] (1 — q2"_162iz> converge normalement sur tout
n=1

compact de C.

c) On pose f(z) = h(z)h(—2z). Quels sont les zéros de f 7 Calculer f(z + 7t) en fonction de
f(2).
i f(2)
flz+ %)

d) Montrer que la fonction g ou g(z) = e est méromophe sur C, de périodes 2w

et wt. La fonction g est-elle constante 7

Exercice 8.10 On note log la détermination principale du logarithme. On rappelle que pour
o0

tout z € C\ Z, on a wcotan(mrz)

a) Pour z € D, on pose g(z) = z + % + log(1 — 2). Montrer que |g(z)| < |z]® pour |z| < ;
Indication : comme d’habitude, on considerera t — g(tz).
b) Pour n € N*| on pose h,(z) = (1 - E)rb.exp(z + 22)
M 2n
Montrer que le produit infini h(z H ) converge normalement sur tout compact de C.
c) Soit f(z) = zhfé(_zz) Prouver que pour z € C\ Z*, on a J}I((j)) = mzcotan(mz).

d) On désigne par 7y et x des chemins de classe C! vérifiant (ImyUImy) NZ* = 0, et joignant
0 a z. Montrer que
F(z) :=exp [ /
.
Prouver que F(z) = f(z) pour tout z € C\ Z*.

ﬂwcotan(ﬂw)dw} = exp {/ ﬂwcotan(ﬂw)dw]
X

e) Montrer que pour tout z € C\ Z* : f(—z) = f(l) et f(z).f(1—2z) = csin(7z) ou ¢ est une
z

constante.

f) On note V= C\ [1,400[. Pour z € V, on pose 7,(t) = tz, avec t € [0,1] et ¥(2) =
du
S Jog(1 —u)— .
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Montrer que ¥ € H(V). Pour z € C tel que 1 — e %™ € V, montrer que

imz? B Lw(l B e’%m)}.

F(z) = exp[ 5= = o

Exercice 8.11 Produits de Blaschke. Soit (), une suite dans D\ {0} telle que > (1 — |a,]) <
+00. Pour k£ € N, on pose

a) Montrer que B est holomorphe sur D.
b) Montrer que B est bornée sur D et ne possede d’autres zéros que les «, et éventuellement
I’origine.
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9 Fonctions classiques-Produits eulériens

Exercice 9.1 Fonction Gamma d’Euler. On rappelle que la fonction I' est définie pour
x>0 par ['(x) = / t" e L.
0

a) Calculer I'(n) pour tout entier n € N*. Montrer que I'(z + 1) = 2I'(x) pour x > 0.

b) En admettant la formule de Stirling : I'(z) ~ 2" ze " au V(+400), montrer que pour

tout x > 0 | .
~ lim r(r+1)---(z+n)

[(x) n—o nl(n +1)*
I'z+n+1)
I'(n+1)
c) Montrer que le membre de droite du (b) définit une fonction entiere, ce qui permet de
prolonger I' analytiquement (on note encore I' ce prolongement). Pour cela ,on écrira

Indication : trouver un équivalent de

1 n
@ :5’3'7}1_{201;[ 1+3§'/l€ —z In( 1+1/k)

d) En notant ¢ la constante d’Euler, montrer

avec convergence uniforme sur tout compact.

e) Déterminer les zéros et les poles de T

=1
Exercice 9.2 Fonction ¢ de Riemann. Soit ((s) = )  —.
n=1"

a) Montrer que ( existe et est holomorphe sur le demi-plan Re(s) > 1.

b) Calculer lim,_; |¢(s)| et lim,_;(s — 1)((s). Indication : comparer 1/n° et ["¢=5dt.

1 n+l1
Indication : remarquer que ((s) — 1 > / S —t7dt.
§ n>1

c) Montrer que pour Re(s) > 1, on a I’écriture sous forme de produit eulérien

((s)= I L

_ s
p premier p

d) Pour o,t € R avec ¢ > 1, calculer log |((o + it)| sous forme d'une série. En déduire que ¢
ne s’annule pas dans le demi-plan ouvert Re(s) > 1, en minorant explicitement |{(o + it)|.

On introduit la fonction 6(t Z et , définie pour ¢ > 0 et on admet 1’équation fonctionnelle
nez
(%) = Vt0(rt). Remarquer que n~*I'(s) = / tte™™dt (on I'appliquera avec n? et s/2 puis
0
on coupera l'intégrale en 7)) et montrer que ¢ se prolonge en une fonction méromorphe sur C,
admettant un unique pole, simple, en 1.
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e) On pose £(s) = ﬂ_%F(g)C(s). Montrer 1'équation fonctionnelle £(s) = £(1 — s).

f) En déduire pour o,t € R avec 0 > 1 :

C()IPIC(e +it)[*[¢ (o + 2it)] > 1.

g) En déduire que la fonction ¢ n’a pas de zéros dans le demi-plan fermé Re(s) > 1.

h) Ou sont les zéros complexes de ¢ 7

22
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10 Représentations conformes.

D désigne le disque unité ouvert de C.

Exercice 10.1 Soit U = C\] — oo, Zt]. Prouver que f(z) = est une représentation

(1-2)

conforme de D sur U.
Exercice 10.2 Ensemble de Julia rempli. Soit f : C — C un polynome de degré d > 1.
L’ensemble des z tels que la suite (f"(2)), ne tend pas vers l'infini est noté K.

a) Montrer qu'il existe R > 0 tel que si [z| > R, alors f"(z) — oo. Montrer que K est
Iintersection des (f™)~'(D(0, R)).

b) En déduire que K est compact. Montrer que f(K;) = K; = f~1(Ky).
c) Montrer que le complémentaire de K est connexe.

On suppose désormais que f(z) = 2% + c avec ¢ € C.

d) Soit V,, = (f")~*(D(0, R)). Montrer que V,11 C V,, et que Ky = (V.

e) On suppose que 0 € K. Montrer que Ky est connexe.

f) On suppose 0 ¢ K;. Montrer qu'il existe m minimal tel que 0 € V, \ V,,,41 puis montrer
que pour tout k, V., posséde 2% composantes connexes. En déduire que K; a une infinité de
composantes connexes.

Exercice 10.3 Théoreme de Bieberbach. Soit = C \ D.
a) Soit f € H(Q) avec f(z) = z + Zanz_”. On suppose que [ est injective. Montrer que
0
'aire de C\ f(€2) est 7r(1 - Zn|an|2).
0

b) Soit h € H(DD), injective et impaire, avec h(z) = ;2 + 32> + - - . Montrer que |c3| < |cq].
(Ind. : considérer [h(z71)]™1)

c) Soit f € H(D) avec f(z) = > _a,z". On suppose que f est injective. Montrer qu'il existe
0

h € H(D), injective et impaire telle que h(z2)? = f(2%) — f(0).
Montrer que |az| < 2|ay| et que Pon a égalité ssi f est de la forme
Az

f(z):m a€R.



